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Geschichtliches. 


Meyer, W. Fr.: Über Unterschiede zwischen antikem und modernem Denken in 
der Mathematik. Mitt. math. Ges., Hambg.7, 1—9 (1931). 


@ Hagstroem, K.-6.: Sagan om de tio Teeknen. Stockholm: Albert Bonnier 1931. 
147 S. u. 34 Abb. Kr. 5.75. [Schwedisch]. 

„Die Sage der zehn Zeichen“, ein klar geschriebenes, sehr sorgfältig illustriertes 
Buch, enthält die Geschichte der dekadischen Zahlen- und Ziffernsysteme, dargestellt 
in leichtfaßlicher Weise in der Absicht, den weitverbreiteten Irrtum zu bekämpfen, 
als sei die Mathematik eine rein technische Angelegenheit ohne humanistischen Wert. 
Verf. nennt sein Werk absichtlich eine Sage: er betont dadurch die Unentbehrlichkeit 
der konstruktiven Phantasie in einer Untersuchung, die bis in nebelhafte Fernen führt; 
er verspricht jedoch, deutlich zu sagen, wo die Forschung aufhört und die Phantasie 
ihr Werk beginnt; ein erfreulicher Grundsatz! Die Untersuchung der Zahlensysteme 
(d.h. der sprachlichen Ausdrucksformen für Zahlen) in den indo-europäischen, sem- 
itischen und chinesischen Sprachen zeigt eine auffallende Einhelligkeit in der Wahl 
der Zehn als Basis des Zahlensystems; Verf. findet kaum Anlaß, die Ausnahmen zu 
beachten, was eine Unterschätzung der babylonischen Mathematik bedeuten dürfte, 
in der ja neben der Zehn die Basis Sechzig besteht. Das dekadische Zahlensystem 
kann nun in verschiedener Weise durch Ziffernsysteme dargestellt werden. Verf. 
unterscheidet hauptsächlich drei Typen: A. Das Ziffernsystem ist eine Abspiegelung 
des Zahlensystems, d.h. die symbolischen Zahlbezeichnungen sind den Zahlworten 
nachgebildet. B. Das Ziffernsystem ist eine Abspiegelung der anschaulischen Dar- 
stellung der Zahlen auf dem Rechenbrett. ©. Das Positionssystem. Das chinesische 
Ziffernsystem und die alphabetischen Systeme sind vom Typus A; das herodianische 
sowie das römische gehören zum Typus B. Verf. behandelt ausführlich den Zusammen- 
hang zwischen diesen beiden Systemen und dem Abakusrechnen; die seiner Vermutung 
nach von den Griechen erfundene Vereinfachung dieser Rechenmethode durch Zu- 
sammenfassung von fünf Einheiten derselben Stufe zu einer Zwischeneinheit, die in 
einer besonderen Kolumne dargestellt wurde, kann die Einführung von speziellen 
Zeichen für fünf, fünfzig usw. veranlaßt haben, die man in den genannten Systemen 
antrifft. Hiernach wird die Geschichte des dekadischen Positionssystemes behandelt. 
Verf. betont (gegen Kaye) den Wert der indischen Leistungen: die indischen Mathe- 
matiker sollen schon vor 500 n. Chr., unter Einfluß eines angewandten Abakusrechnens, 
das System erfunden haben. Daß es später den Arabern zugeschrieben wurde (die 
freilich selber den indischen Ursprung erwähnen), kann die Folge sein von ihrem 
Anteil an seiner Verbreitung. Der bekannte Einwand Kayes (Schreibrichtung der 
indischen Stellenwertzahlen von rechts nach links im Gegensatz zu der Schreibrichtung 
der sanskritischen Worte) wird widerlegt durch die Bemerkung, daß man bei den Ara- 
bern eine fallende sprachliche Zahlenkonstruktion findet (höhere Einheiten vor niedri- 
“ geren) und eine Schriftrichtung von rechts nach links, so daß man, wenn das Positions- 


system ihre Erfindung wäre, für die Zahl Dia; g* (g= zehn) die Bezeichnung aya, ... . @, 
° 


hätte erwarten können. In den folgenden Kapiteln werden noch behandelt: Boethius, 
die Etymosemie der Ziffern, der Kampf zwischen Algorithmikern und Abacisten und 
die Verbreitung der indisch-arabischen Ziffern in den skandinavischen Ländern. Eine 
interessante numismatische Tabelle zeigt das allmähliche Durchdringen des Positions- 
systems im 15. Jahrhundert: von 29 Münzen aus den Jahren 1440—1449 haben 28 
die Jahreszahl in römischen Ziffern; bei 179 Münzen aus den Jahren 1490—1499 
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findet man 145 Jahreszahlen in indisch-arabischer Form. Im Anhang des Werkes 
wird u.a. in Versuch zur etymosemischen Herleitung der jetzigen Ziffern mitgeteilt. 
Dijksterhuis (Oisterwijk). 

Peet, Thomas Erie: Mathematies in ancient Egypt. Bull. John Rylands Library 
15, 35 (1931). i 

Zusammenfassender Bericht über den gegenwärtigen Stand unserer Kenntnisse 
der ägyptischen Mathematik unter kritischer Berücksichtigung der neuesten Literatur. 
Insbesondere dem Fernerstehenden wird ein überaus sorgfältig und vorsichtig ge- 
zeichnetes Bild der ganzen Problemlage gegeben, auf das er sich wirklich verlassen darf. 

O. Neugebauer (Göttingen). 

Neugebauer, O.: Sexagesimalsystem und babylonische Bruchreehnung. I. Quell. 
u. Stud. z. Gesch. d. Math. B 1, 452—457 (1931). 

Fortsetzung einer früheren Mitteilung (Quell. u. Stud. z. Gesch. d. Math. B1, 
183—193). Dort hatte es sich gezeigt, daß die babylonischen Multiplikationstabellen gar 
nicht a priori zur Auffindung beliebiger Produkte ganzer Zahlen a und b dienten, sondern 
vielmehr den Zweck hatten, das sexagesimale Äquivalent eines allgemeinen Bruches 
zu ermitteln. Verf. verschärft jetzt einerseits dieses Resultat: wenn man die Faktoren 
1 bis 20, 30, 40, 50 einer Multiplikationstabelle als ganze Zahlen zwischen 1 und 60 liest, _ 
sind es echte Brüche, die man mittels dieser Tabellen sexagesimal schreiben kann; 
andrerseits führt die Erklärung des Auftretens der Kopfzahl 7, die irregulär ist (d.h. 
andere Primfaktoren enthält als 2, 3, 5), ihn weit über dasselbe hinaus. In der ersten Ab- 
handlung wurde noch die Starrheit des positionellen Sexagesimalrechnens betont, 
das immer festen Stellenwert vorauszusetzen schien; jetzt wird die Einsicht gewonnen, _ 
daß die Hinzufügung der Kopfzahl 7 (die einzige irreguläre Zahl zwischen 1 und 10) 
das System der Tabellen mit einem Schlage zu einem System echter Multiplikations- 
tabellen ergänzt und daß dabei die vollkommne Elastizität des positionellen Charakters 
der Sexagesimalrechnung vorausgesetzt werden muß. In einer wichtigen Schluß- 
bemerkung wird die entwicklungsgeschichtliche Bedeutung der erhaltenen Resultate, 
die die babylonische Mathematik neben der ägyptischen und der griechischen als 
dritten Typus selbständiger Eigenart erkennen lassen, erläutert. Dojksterhwis. 

Neugebauer, O.: Sexagesimalsystem und babylonische Bruchrechnung. II. Quell. 
u. Stud. z. Gesch. d. Math. B1, 458—463 (1931). 

Verf. kehrt in dieser Mitteilung wieder zur Bruchrechnung, oder besser zum Di- 
visionsalgorithmus zurück, berücksichtigt jetzt aber auch die Fälle, in denen irreguläre 
Divisoren, d. h. solche Divisoren, die auch andere Primfaktoren als 2, 3, 5 enthalten, 
auftreten. Es bedeute a=b (fact. 2,3,5), daß a=b-2*.3%.5, a= b (fact. 60), 
daß a—b.60*. Die regulären Zahlen sind dann die Zahlen a = 1 (fact. 2, 3, 5). Die 
üblichen ‚regulären‘ Reziprokentabellen bestimmen dann zu einer regulären Zahl n 
eine Zahl n, so daß n-n=1 (fact. 60). Eine „verallgemeinerte“ Reziprokentabelle 
(oder Rez.-Tabelle der Basis «) dagegen bestimmt zu einer regulären Zahl n eine Zahl %, 
so daßn-n=a (fact.2, 3, 5). Ist dann a = 10%, so erhält man eine Tabelle jener 
Bruchteile von 10%, die sich durch endliche Sexagesimalausdrücke schreiben lassen. 
Ein kleiner Ausschnitt aus einer solchen Tabelle ist erhalten in dem Text VAT 3462. 
Danach wird gezeigt, wie mittels einer verallgemeinerten Reziprokentabelle der Prim- 
zahlbasis p die Division m:s, in der m= p (fact. 2, 3, 5) und <= p (fact. 2, 3, 5) ist, 
sich zurückführen läßt auf die Bestimmung der Reziproke einer regulären Zahl, so daß 
das Resultat einer regulären Reziprokentabelle entnehmbar ist. Es wird ein Text be- 
schrieben, der genau die hierzu geforderte Struktur besitzt. Die angesichts der Fülle 
des vorhandenen Materials unvermeidliche Annahme, daß die angegebenen Texte 
(wenigstens der Sache nach) wirklich zu den dargestellten Rechnungen benutzt worden 
sind, bestätigt das in II gewonnene Resultat, daß die babylonische Mathematik die 
Vorteile des Sexagesimalsystems voll auszunützen verstanden hat. 

Dijksterhuis (Oisterwijk). 
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Bosch, F.: Über die quadratischen Irrationalitäten in der griechischen Mathematik. 
(Zugleich ein Beitrag zur Methode des Quadratwurzelausziehens und zur Einführung 
in die Lehre von den irrationalen Größen.) Jber. dtsch. Math.-Ver.igg 41, 59—72 (1931). 

Der Aufsatz beschäftigt sich mit der Frage, wie Archimedes zu den beiden 
Näherungswerten 265/153 und 1351/780 für /3 gekommen sein kann. (I) Verf. nimmt 
zu den früheren Lösungen Stellung, die, soweit sie arithmetischer Natur sind, fast 
alle (Ausnahme: Hultsch) auf den ganzzahligen Lösungen der Pellschen Gleichung 
© — Dy”=( für spezielle D und C' aufgebaut sind. (II) Verf. entwickelt ein 
allgemeines Verfahren für die Wurzel aus einem beliebigen D. Hierzu wird die 
genannte Pellsche Gleichung mit der unbestimmten pythagoreischen Gleichung 
x®-+ y’= 2°? in Verbindung gebracht. Dies führt auf die Identität (m? — Dn?)? 
—= (m? + Dn?)® — D(2mn)® und zu beliebig vielen Lösungen der Gleichung 
#2 — Dy® = C von der Form 2,11 = 2 + Dy; y+1 = 22,y,. Aus diesem Bildungs- 
gesetz entspringt eine Folge von oberen Näherungswerten für YD. (III) Hier wird 
in einem griechischen Exhaustionsverfahren, das die Existenz von YD voraussetzt, 
gezeigt, daß dabei jede beliebige Genauigkeit erreicht werden kann. (IV) Im Gegensatz 
zum griechischen steht das moderne Verfahren, in’ dem Verf. beweist, daß die Folge 
an gegen YD konvergiert. Damit ist yD definiert. (V) Auch die Griechen hätten in 
ähnlicher Weise die Existenz von yD begründen und damit die Irrationalzahlen schaffen 
können. Verf. beantwortet die Frage, warum sie es nicht getan hätten, damit, daß sie 
es nicht nötig hatten. Denn die Existenz von /D:1 stand für sie fest aus der Konstruier- 
barkeit von yD und aus der Definition für das Größenverhältnis. (VI) und (VII) Im 
Anschluß an (II) wird eine steigende Folge entwickelt, die gegen VD konvergiert und 


somit die unteren Näherungswerte enthält. In (VIII) werden schließlich die Ergebnisse, 
die zu den beiden Archimedischen Werten führen, zusammengefaßt. Vogel. 
Müller, €. H.: Bemerkung zu vorstehendem Aufsatz des Herrn P. (. Sengupta. Jber. 
dtsch. Math. Ver.igg. 40, 227 (1931). 
Vgl. dies. Zbl. 2, 325. 


© Stieda, Wilhelm: Die Übersiedlung Leonhard Eulers von Berlin nach St. Peters- 
burg. (Ber. Verh. sächs. Akad. Wiss. Lpz., Philol.-histor. Kl. Bd. 83, H. 3.) Leipzig: 
S. Hirzel 1931. 62 S. RM. 2.25. 


Algebra und Zahlentheorie. 


Toscano, Letterio: Sul triangolo di Tartaglia generalizzato. Rend. Ist. lombardo Sci., 
II. s. 64, 737—750 (1931). 
Es wird das Zahlendreieck 


1 

% 1 

0% &ı-% 1 

0% 04 a5 + 010 %t9%2 + 0% 1 


reitet tot RA + Ads + az tt + 1 
betrachtet. Werden alle & gleich 1 genommen, so erhält man das Dreieck der Bino- 
mialkoeffizienten oder Dreieck von Tartaglia (auch nach Pascal benannt). Die Zahlen 
des Dreiecks lassen sich durch die sog. Aleph-Funktionen von Wronski (s. über diese 
etwa Enzyklopädie der math. Wiss. 1, 465) darstellen; werden diese mit V„(& ,&g, - 0%) 
bezeichnet, so ist die s-te Zahl der »-ten Reihe des Dreiecks A,,—= V,_s(&1, %&2,..-, %,)- 
Für &,=1,,=2,... entsteht das Dreieck der Koeffizienten der Entwicklung von 
x" nach den Fakultäten z(c +1) (+2)... («e+n— 1), sonst meist Fakultäten- 
25* 
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koeffizienten oder Stirlingsche Zahlen genannt. In diesem Sonderfall erhält man einen 
n—1 
analytischen Ausdruck für die Zahlen des Dreiecks aus der Formel > (—1)® (%) (n — k)P 
k=0 


—0,n!, n!A,n, je nachdem p<, =, >nist. Wenn die Zahlen &,, &,, .... eine arith- 
metische Progression m-ter Ordnung mit der Differenz d bilden, so bilden die Zah- 
len des Dreiecks, die in einer der Reihe der Einser parallelen Reihe im Abstand 
stehen, eine arithmetische Progression von der Ordnung ö(m-+ 1) und der Differenz 
(im + :)! 
(mi! (m + 1)! 
ecks der Binomialkoeffizienten gegeben. L. Schrutka (Wien). 

Rey Pastor, J.: Über komplexe Wurzeln algebraischer Gleichungen. Rev. mat. 
hisp.-amer., II.s. 6, 129—150 (1931) [Spanisch]. 

Es wird ein Kriterium angegeben für die Anzahl der Wurzeln einer algebraischen 
Gleichung in einem Bereiche der komplexen Zahlenebene, das auf eine Verallgemei- 
nerung des Sturmschen Satzes hinausläuft. Ferner wird die Trennung der Wurzeln 
durch Parallele zur reellen bzw. imaginären Achse untersucht, insbesondere für Glei- 
chungen mit reellen Koeffizienten. Endlich wird noch der für Stabilitätsfragen wich- 
tige Fall behandelt, daß sämtliche Wurzeln einer Gleichung einen negativen Realteil 
besitzen (Problem von Kelvin). Pingitzer (Wien). 

Haenzel, Gerhard: Über eine Klasse von Abelschen Gleichungen. Jber. dtsch. 
Math.-Ver.igg 41, 73—79 (1931). 

Der Satz des Verf., daß die Wurzeln jeder Abelschen Gleichung, ‚deren Wurzeln 
für eine ganze rationale Funktion zyklisch autotransformabel sind“, d. h. die über dem 
natürlichen Rationalitätsbereich zyklisch ist, auf einem Kreise liegen, ist falsch, wie 
folgendes Gegenbeispiel zeigt: & sei eine primitive siebente Einheitswurzel; dann sind 


die Zahlen 
ek ee a 


y=f+ed, zeit, 2. Eds € 


d’. Anhangsweise wird noch eine andere Verallgemeinerung des Drei- 


die Wurzeln einer zyklischen Gleichung sechsten Grades und liegen, wie man leicht 
zeigt, nicht auf einem Kreise. In Wahrheit benutzt Verf. bei seinem Beweise von Anfang 
an die schärfere Voraussetzung, daß die Wurzeln seiner Gleichung aus einer beliebigen 
von ihnen durch eine lineare Substitution und ihre Iterierten hervorgehen. Unter 
dieser Voraussetzung ist sein Satz, der noch genauere Angaben über die Lagerung der 
Wurzeln macht, richtig. Der Rest der Arbeit untersucht die geometrischen Lage- 
verhältnisse der Wurzeln solcher spezieller Gleichungen fünften und sechsten Grades, 
bei denen die Invarianten und Kovarianten der linken Seite besonderen Bedingungen 
genügen. Bessel-Hagen (Bonn). 

Wegner, Udo: Zur Arithmetik der Polynome. Math. Annalen 105, 628—631 (1931). 

Beweis der folgenden Sätze: I. f(x)= x" + --- sei ein ganzzahliges Polynom 
ohne mehrfache Nullstellen (n > 1). Für eine Menge von Primzahlmoduln von einer 
Dichte >3 möge /(x) vollständig in Linearfaktoren zerfallen. Dann zerfällt f(x) 
im Bereich der rationalen Zahlen ebenfalls vollständig. II. Spaltet f(x) für fast alle 
Primzahlmoduln mindestens m Linearfaktoren ab, so besitzt f(x) mindestens m ganz- 
zahlige Linearfaktoren. Die Sätze folgen aus der Kronecker-Frobeniusschen Theorie. 

van der Waerden (Leipzig). 

Bennett, Albert A.: Construction of a rational eanonical form for a linear trans- 
formation. Amer. math. Monthly 38, 377—383 (1931). 

Durch Modifikation der Dicksonschen Überlegungen über die kanonische Form 
einer linearen Transformation (Diekson, L. E.: Modern Algebraic Theories, 8. 89ff.; 
deutsch in Dickson-Bodewig: Höhere Algebra, $. 80ff.), die teilweise auf reinen 
Existenzschlüssen beruhen, erhält Verf. eine konstruktive und rationale Methode zur 
Aufstellung dieser Form. Grell (Jena). 


. 381 


Krejn, M., und F. Gantmacher: Über die normalen Operatoren im Hermiteschen 
Raume. Izv. fiz.-mat. Obsd. kazan. Univ., III. s. 4, 71-83 u. dtsch. Zusammenfassung 
83—84 (1931) [Russisch]. 

L’objet du travail represente une &tude des operations lineaires et normales de 
V’espace hermitien & un nombre fini de dimensions. [Par une operation normale, ou 
ce qui revient au m&me, par une matrice {a;,} = A normale on entend une matrice 
jouissant de la propriettte A-A=4A-A, oü A={but=[ä,}]. Les auteurs en 
developpent des propriet&s connues et d&montrent quelques theor&mes nouveaux, en 
prenant pour le point de depart les lemmes suivants: 1. Soit A une opöration lineaire 
(matrice) queleonque et soient % ,. . ., Zm, £ des vecteurs caracteristiques de A apparte- 
nant respectivement aux nombres caracteristiques Aı,...,Am,4,0U A#+4,,(0=1,...,m). 
Supposons que la relation |A3|=|A| -|3| subsiste quelque soit le vecteur 3 ortho- 
gonal aux X ,.- ., im. Dans ces conditions x est orthogonal aux zı,..., Cm et, en outre, 
il n’existe aucun vecteur 9 #0 tel que Ay=A(r +1). 2. A &tant une transfor- 
mation lineaire de l’espace R, R, un sousespace ä& p dimensions de R, il existe un sy- 
steme orthogonal et norme& de p vecteurs Lı,..., I, appartenant & R, et tel que 
Atı,..., Ar, representent aussi un systeme orthogonal et norme. Les th&or&mes con- 
tenus dans le travail donnent surtout de diff6rents crit£res pour la normalit& des op£- 
rations et de leur produit. Parmi les theor&mes signalons le suivant: A, B &tant 
des operations normales, soient A;, wetv,,(?=]1,...,n) les nombres caracteristiques 
Bande 4, Bro AB tel ge Ale ll... nl .:..,Alors, les 
relations |v;| = |A; |, @=]1,..., n) entrainent la normalit& de AB. O. Nikodym. 

Turnbull, H. W.: The invariant theory of a general bilinear form. Proc. Lond. 
math. Soc., II.s. 33, 1—21 (1931). 

Die Bilinearform (a x) (p u) mit der Matrix A wird im n-nären Gebiet zunächst 
unter der Voraussetzung der Kontragredienz von % und & behandelt. Aus der Folge 
der Bilinearformen 9, = (za) (pu), 99 = (za) (pa’) (p'w),... wird durch Faltung 
die Folge der Invarianten P,= (ap), P,= (ap’) (a p),... abgeleitet und ihr Zu- 
sammenhang mit den Koeffizienten der charakteristischen Gleichung der Bilinear- 
form, also Invarianten M vom Typus (aa’...|pp’...)dargetan. Wie die Invarianten 
P bei der Bildung eines vollständigen Invariantensystems durch die Invarianten M 
ersetzt werden können, so auch die Kovarianten @ durch Kovarianten vom Typus 
(ua...|xp...). Die Matrizen dieser Bilinearformen werden noch auf zwei andere 
Weisen gewonnen. (Entwicklung von 1:4 E— A und Matrixdifferentiation.) Als 
Vorbereitung wird jetzt das vollständige Invariantensystem der Bilinearform im Sinne 
von Clebsch (also unter Berücksichtigung von Geraden-, Ebenen-, ... Koordinaten) 
unter der Voraussetzung abgeleitet, daß « und x unabhängige Variable sind. Die ent- 
sprechende Aufgabe für kontragrediente Variable wird dann so weit gelöst, daß ein 
vollständiges Invariantensystem der Bilinearform und beliebig vieler Punkte x, y,... 
und R,„_2%,®,... angegeben wird. E. A. Weiss (Bonn). 

Ricei, Giovanni: Sulle funzioni simmetriche delle radiei dell’unitä secondo un modulo 
composto. Ann. Mat. pura ed appl., IV.s. 9, 181—193 (1931). 

L’Autore denota con Q;(m) ed R,(m) rispettivamente la somma delle potenze di 
ugual grado k, e la somma dei prodotti a ka k di ointeri: ty, £y, .. -, fo-ı a due a due 
incongrui (mod n), ed in primo luogo dimostra che: Supposto m — p*, con p numero 
primo dispari, e= p”4, con O<n=x&—1e/} divisore di p— 1, sei numert i; costı- 
tuiscono un sistema completo di radiei o-esime dell’unitä (mod p*), hanno luogo le 
congruenze seguenti, in cui » denota l’esponente della massima potenza di p che divide k: 


Q(p*) =0 (mod pt”), perk#=0 (modi), O<k<o; 
Qs.(p°) =0 (modp**”), perk— si, Vene 
R,(p*) = 0 (mod p°) , perk=0 (mod); 


R.u(p*) = (10-9 (”) (mod p) 
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L’Autore poi estende queste proposizioni al caso p = 2, dimostrando che: Supposto 
m= 2* con > 2, 0=2®+lcon w positivo e minore di &—1, se ty,t1,...,to—ı COSti- 
tuiscono un sistema completo di radiei 2”-esime dell’unitä (mod 2°) allora hanno luogo 
le congruenze seguenti, in cui » denota l’esponente della massima potenza di 2 che 


une Q2s41 (2°) =0 (mod), ((<s<%" —1); 
Q,,(2%) = 2°+1(mod 2°), W=:5=22), 
Ras+1 (2°) =0 (mod 2°); 


2, Y(,) (mod 2°). 


L’Autore infine estende queste proposizioni al caso di un numero m composto qualungque. 
Egli trova cosi, come casi particolari, taluni risultati messi in rilievo da N. Nielsen 
nel suo Trait& el&mentaire des nombres de Bernoulli (Paris 1923) o gia da lui stesso 
stabiliti in due Note pubblicate negli Annali delle Universitä toscane (nuova serie, 
v. XIII, 1930, 177 e 199). M. Cipolla (Palermo). 
Georgikopulos, Const. Ch.: Zum letzten Fermatschen Satz. Delt. hellen. math. 
Hetair. 12, 109—122 (1931). ’ 


Wright, E. Maitland: Asymptotie partition formulae. I. Plane partitions. Quart. 
J. Math., Oxford ser. 2, 177—189 (1931). 

L’auteur donne la valeur asymptotique du nombre des «plane partition» (Com- 
binatory Analysis de MacMahon Cambr. 1916, 173) du nombre entier n. D’apres 
MacMahon ces nombres g(n) ont la fonction generatrice ((a)=J/(1l—- a) "=1 

r-1 I 


92 q(n)x*. En &valuant |f(x)| sur les deux parts de la circonf&rence |x| = eu. 


n= 
et C% oü dans CO, |argz| < ER Y’auteur obtient la valeur asymptotique pour d(n): 


5 A71\1/86 ge P 2 P3 
an) = ep. 23 ad) + Dr + Ol 390) 
9,72 m25/36 — n 
ou ee h 
3 
Aa=t; n=—(Z) DU Beben Ts + 24; 
Yr s=0 
ı | a SS 88B | (ylnyd 
et Ka ars 19s+1 t IM R > yınyay, 
Bay | er T@s-+1) v) v0 sertl; a 
t=1 {) 
DE me 2 (1 + yJ2s+2m+1sn12 (3 42 )-m-3 : 
EINST: 2m! dyım Yy Y ze y= 2 
et B, est le nombre de Bernoulli. A.Gelfond (Moskau). 


Chaundy, T. W.: Partition-generating funetions. Quart. J. Math., Oxford ser. 2, 
234—240 (1931). 

L’auteur obtient, par la methode algebrique, la fonction generatrice pour les «plane 
partition» des nombres entiers de M. Mac Mahon [Proc. math. Soc. Lond. (2) 17, 
75—115 (1918)]. A.@Gelfond (Moskau). 

Jarnik, Vojt&ch: Sur les points & eoordonnees entidres dans les ellipsoides & plu- 
sieurs dimensions. Vestn. Gesk& Spol. Nauk, Tr. mat.-pfirod. 1930, 11 $. (1931). 


Jarnik, Vojt&ch: Sur une fonction arithmetique. V&stn. &esk& Spol. Nauk, Tr. 
mat.-prirod. 1930, 13 S. (1931). 
k 


Bezeichnungen:Q = Da,,u,u,(a,,— a,,), k>B5, eine positiv definite quadra- 
r,s=1 
tische Form mit ganzzahligen Koeffizienten und der Determinante D; 
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k 


2 k 
Ea,= 51. Po=Fa)—--,  -% 
I<Q=<x le ar ) YD 
[F(x) Gitterpunktanzahl, P(x) Gitterrest des k-dimensionalen Ellipsoides Q< a]; 
ae 
er(5) YD 
Hauptsatz der erstgenannten Abhandlung: ‚Die Folge 
P 
m) we 2,3...) © 


-——1 


N 


[23 


besitzt unendlich viele Häufungspunkte.“ Der Beweis wird durch Weiterentwicklung 
einer Methode geführt, die Jarnik für ähnliche Fragestellungen bei Kugeln gerader 
Dimension >8 geschaffen hatte [Math. Z.. 30 (1929)]. Hauptsatz der zweit- 
genannten Abhandlung: „Es gibt eine nur von . abhängige positive Zahl K, 
so daß für jedes feste reelle Z 


N k 2 2 
>b (m) — En?) I - Bu — Q(N*-3) (2) 
und n=1 


3k 
ONE) Lürik > 33 OFT N)fürk- 8, olws log N) für.k = 1,6;5.%14(8) 


Die Q2-Behauptung (2) ist eine leichte Folge der erwähnten Eigenschaft von (1) [es 
wird nur benutzt, daß (1) mindestens drei Häufungsstellen besitzt] und gilt für jedes 
feste reelle X. Um die O-Behauptungen (3) zu erhalten, benutzt Jarnik für die linke 
Seite von (2) die bekannte Landausche Darstellung von F (x). Dem hierbei für K gewon- 
nenen Ausdruck sieht man sein Vorzeichen nicht an; aus einem früheren 2-Satze Jarniks 
folgt aber, daß dei 

lim inf Sm — Mn? Ym-> 0 


N=» n=1 


ist, worauf die Wahl E= M in (2) zeigt, daß K > 0 sein muß. Als Spezialfall E = 0 
ergeben (2) und (3) N 
> P2(n)= ONF-1 + f(N), (4) 
n-=1 


wobei € > 0 nur von Q abhängt und die Größenordnung des Restes /(N) für k >8 
genau, für k = 8 ‚‚fast‘‘ genau bestimmt wird, während für k = T, 6, 5 zwar das Haupt- 
glied in (4) überwiegt, dafür aber die O-2-Spannen 4, %, # im Restexponenten von 
f(N) auftreten. A. Walfisz (Rados£c). 

Titehmarsh, E. C.: The zeros of Dirichlet’s L-funetions. Proc. Lond. math. Soc., 
II.s. 32, 488—500 (1931). 

Es wird die Anzahl der Nullstellen der Z-Funktionen im kritischen Streifen 
0 < o <1 untersucht. Bei festem %k läßt sich ihre Anzahl im Rechteck O<t<T 
bis auf eine Funktion O(log T) abschätzen und falls auch k variiert, bei entsprechender 
Verallgemeinerung des Zeichens O, bis auf O[flogk (T + 1)]. Wird die Richtigkeit der 
verallgemeinerten Riemannschen Vermutung, daß die kritischen Nullstellen aller Z-Funk- 
tionen auf der Geraden o = $ liegen, vorausgesetzt, so läßt sich die letzte Abschätzung, 
in analoger Weise wie für EE Fera Wikion, wohl verfeinern, jedoch nur relativ zu 7; 
die Abhängigkeit von %k bleibt dieselbe. Der Verf. betrachtet nun nicht die Nullstellen 
einer L-Funktion, sondern simultan die Nullstellen aller L-Funktionen, die einem 
Modulus %k entsprechen. In diesem Falle erweist sich die verallgemeinerte R. V. wesent- 
lich wirksamer. Es wird die Rechnung durchgeführt, falls %k eine Primzahl ist, wo dann 
alle Charaktere mit der Ausnahme des Hauptcharakters sämtlich eigentlich sind. Nach 
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den obigen Abschätzungen ergibt sich für die Gesamtanzahl N,(T) aller kritischer 
Nullstellen eine Abschätzung O[k log{k (7 + 1)}]; während mit Hilfe der R. V. der 
Verf. folgende Verfeinerung 

k—1 1 klogk(T-+1)) 
N4(T) = F* TlogT+ Ik — Ylogk— (k-1)(1 + log2n)}T+ Or) 
erhält. Als interessante Folgerung weist der Verf. darauf hin, daß die Nullstellen 
aller L-Funktionen auf der Geraden o = # eine überall dichte Menge bilden. 

F. Bohnenblust (Princeton). 


Mengenlehre und reelle Funktionen. 


Vitali, G.: Un risultato di F. Hausdorff e la compressibilitä della materia. Atti 
Accad. naz. Lincei, VI.s. 13, 903—905 (1931). 

Ausgehend von dem bekannten Resultate von Hausdorff, daß bis auf eine ab- 
zählbare Menge eine Sphäre in drei Teile zerlegt werden kann, unter welchen jeder 
der Vereinigung von zwei anderen kongruent ist, versucht der Verf. die physikalische 
Frage der Kompressibilität der Materie zu erklären. Kolmogoroff (Moskau). 


Viola, T.: Aneora sulla derivata destra di una funzione continua verso destra e 
derivabile verso destra. Atti Accad. naz. Lincei, VI. s. 13, 918—920 (1931). 

In einem früher bewiesenen Satz (vgl. dies. Zbl. 2, 250) läßt sich eine Voraus- 
setzung beseitigen; es ergibt sich so der Satz: Sei F(x) im Intervall (m, n) von rechts 
stetig und von rechts differenzierbar; dann ist die Funktion D,F(x) von der ersten 
Klasse in (m, n), d.h. sie ist Grenzwert einer Folge stetiger Funktionen. 

Otto Szasz (Frankfurt a. M.). 


Viola, T.: Funzioni continue da una parte con particolare riguardo alla loro deri- 
vabilitä unilaterale. Ann. Mat. pura ed appl., IV.s. 9, 243—271 (1931). 

Es wird Denjoys ‚Premier theoreme des nombres derives (th&oreme descriptif)“ 
(J. de math. 1915, 149) auf einseitig stetige Funktionen übertragen, was keinerlei 
Schwierigkeiten macht; daraus .werden einige naheliegende Folgerungen gezogen. 
Die wichtigsten Resultate sind: Ist f(x) rechtsseitig stetig und sind rechtsseitige 
obere und untere Ableitungen endlich, so gilt für jede aus Unstetigkeitspunkten von f(x) 
bestehende Menge M: die Menge aller zu M gehörigen linksseitigen Häufungspunkte 
von M ist nirgends dicht in M. Ist f(x) rechtsseitig stetig und ist die Menge der Un- 
stetigkeitspunkte von f(x) überall dicht, so ist auch die Menge der Stetigkeitspunkte, 
in denen sowohl eine rechtsseitige als eine linksseitige Ableitung unendlich ist, überall 
dicht. Schließlich werden einige Beispiele einseitig stetiger Funktionen konstruiert. 

j H. Hahn (Wien). 

Charpentier, Marie: Sur un probleme de topologie pos& par la theorie des &quations 
differentielles y’ = f(x, y). Bull. internat. Acad. polon. Sei., Cl. Sei. math. et nat. A 
Nr 3, 191—195 (1931). 

Les resultats obtenus par l’auteur se trouvent r&unis dans ce th&or&me: Lorsqu’une 
courbe x[y= @(x)] possede un arc A commun avec une famille continue de courbes 
Ply= P;(x)] non secantes entre elles, sans toutefois posseder un arc commun avec 
une meme ß, & est travers&e par les ß en tout point de A, sauf peut-&tre aux points 
d’un ensemble de premiere cat&gorie. J. Ridder (Groningen). 

Andreoli, Giulio: Sulla teoria dei limiti. Rend. Ist. lombardo Sci., II. s. 64, 1033 
bis 1046 (1931). 

Zusammenfassung der Hauptergebnisse einer in mehreren früheren Noten des 
Verf. behandelten Theorie der Grenzwerte in topologischen Räumen. Insbesondere 
ergibt sich zu den allgemeinen Integralprozessen ein Zugang, der von einer Reihe 
anderer, die in den letzten Jahren angegeben wurden, wesentlich verschieden ist. 


R. Schmidt (Kiel). 
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Kolmogoroff, A.: Über Kompaktheit der Funktionenmengen bei der Konvergenz 
im Mittel. Nachr. Ges. Wiss. Göttg., Math.-phys. Kl. H. 1, 60—63 (1931). 

Let € be any set of functions defined over a bounded measurable subset F of the 
n-dimensional Euclidean space R„, and integrable over F with their p-th power, 
p>1. Let the metric of the space & be defined by the „distance“ function o(f, 9) 
=[ Hi | A) — g(e) P da]!!®.. Let S(z,&) be the n-dimensional sphere whose center 

F 


is at and radius equals &, and V(e) be its volume. On the basis of the easily established 
inequality e(f., 9.) <o(f, g), where, as a generic notation, 


a) = 7, |fdo,, 
S(z,8) 

the author proves that for the compactness of Git is necessary and suffi- 
cient that the following two conditions be satisfied simultaneously: 
I. There exists a fixed constant K such that o(f,0) <K for all elements of &. II. For 
each ö > 0 there exists an & such that o(f, f.) < ö for all elements of &. These condi- 
tions might have been stated in a more condensed form, by saying that E should be boun- 
ded and that f,(x) should approximate f(x) in the mean, uniformly in €. It should be 
observed that there is an obvious misprint in formula (2) of the paper (the exponent 
1/p is missing) and that the author uses KP, 6? instead of ours K, 6. 

The author considers only the case where the functions f(x) of & are defined over 
a bounded measurable set F of R„, or, which amounts to the same, when they are de- 
fined over the whole of R, but vanish outside of F. If we drop the last restriction, and 
write R, instead of F in the preceding formulas, then an additional condition should 
be added to conditions I—II above to obtain a complete set of necessary and sufficient 
conditions for the compactness of &. Let C'y be the n-dimensional cube with the center 
at the origin and the sides parallel to the coordinate axes, and of length 2 N. Let f(x) 
be defined as equal to f(x) when x is in Üy, and zero elsewhere. Then the additional 
condition in question might be stated as follows: III. The function f(x) should ap- 
proximate f(x) in the mean, uniformly in &, or else, o(f, )=ö when N > N(ö), 
for all elements of &. It is easy to show that conditions I—III are independent, in the 
sense that no two of them imply the third. J. D. Tamarkin (Providence). 

Fried, Hans: Über Folgen Bairescher Funktionen. Mh. f. Math. 38, 301—314 (1931). 

I. Ich sage: (< &)- bzw. (< )-Funktion statt Funktion von geringerer als bzw. 
von höchstens «-ter Klasse; (&)- bzw. (0)- bzw. [&]-Folge statt quasi-gleich- 
mäßigst von &-ter Klasse bzw. quasi-gleichmäßigst bzw. einfach-gleichmäßigst von 
&-ter Klasse konvergente Folge. Kriterium: Ist x>2, f, eine (< «)-Funktion und 
f»>f auf separablem vollständigem A, so ist auch f eine (< &)-Funktion, genau wenn 
ff} eine (#)-Folge mit # < & auf jedem in A perfekten Teil ist. Für & — 2 verschärft 
sich dies zum Burstinschen Kriterium (Mh. f. Math. 27), wenn man (0)-Folge 
anstatt (#)-Folge mit # < 2 fordert. Dabei nennt der Verf. eine beschränkte konver- 
gente {f,} für &>0 (a)-Folge auf E, wenn zu &e>0 und @ (offene Menge) in E, 
@=#0, stets ein @ in E,0#+@’cG, ein v, und eine (< &)-Funktion @ existiert, so 
daß |limf, — f,— p|=e auf @’ ist; und (0)-Folge ist (0)-Folge, die =0 zu- 
läßt. Der Beweis benutzt das einschlägige Lebesguesche Kriterium für (< «&)-Funk- 
tionen und den Hilfssatz des Verf., wonach die Punkte von Z, in denen eine (&)-Folge 
auf E nicht [&]-Folge auf E ist, eine Menge erster Kategorie in # bilden; dabei heißt 
eine beschränkte konvergente {f,} [&]-Folge in a auf E, wenn zue>0enD(a) in, 
ein v, und eine (< &)-Funktion existiert, so daß |lim f, — f,, — |=e auf U (a) ist. 
II. {f,} bedeute eine Folge auf A stetiger Funktionen. Bekanntlich gibt es zu gegebenem 
F,s in A eine { N, deren Konvergenzmenge F,s ist. Der Verf. fragt: Gibt es zu 
gegebenem F,;in A und zu gegebener (<1)-Funktion f auf F,, eine {h \, deren Kon- 
vergenzmenge F,; ist und die auf F,; gegen f konvergiert? Die bejahende Lösung 
samt Verallgemeinerung bildet den II. Teil der Arbeit. Neubauer (Brno). 
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Bouligand, Georges: Une applieation du paratingent & un problöme de mesure super- 
fieielle. Bull. internat. Acad. polon. Sci., Cl. Sci. math. et nat. A Nr 3, 185—190 (1931). 

Soit E un ensemble ferm& et born&; la construction de Cantor-Minkowski, qui 
consiste & reunir des spheres ouvertes d’un m&me rayon og centrees aux points de B, 
donne l’ensemble ouvert Z,. Le but principal de P’auteur &tait de demontrer que la 
frontiere F, de E, est un sous-ensemble prelev6 sur la r&union d’un nombre fini de 
surfaces quarrables (au sens de Lebesgue). Il utilise la definition de paratingent: le 
paratingent zy d’un continu ( en un de ses points M est le faisceau des droites passant 
par M, dont chacune a la propriet& qu’il existe une suite {M7 M/’} de cordes de €, dont 
les extremites tendent vers M et dont les droites sustentatrices tendent vers la droite 
consideree. — Un autre rösultat s’&nonce ainsi: Soit unesute ,cC9,cC. cc .-- 
d’ensembles ouverts, de frontiöres respectives 2,25, ...,2;,... La reunion des 2; a 
pour frontiere un ensemble qui est & la fois l’ensemble d’accumulation et l’ensemble 
limite des &; [conf. Durand e. Rabat&, C. r. Paris 192, 474—476 (1931); Zbl. 1, 132]. 

J. Ridder (Groningen). 

Whyburn, W. M.: A proof of the identity of the Riesz integral and the Lebesgue 
integral. Bull. amer. math. Soc. 87, 561—564 (1931). z 

The theory of integration developed by F. Riesz in Acta Mathematica 42, 19 
to 205 (1920) is shown to be equivalent to the classical theory of Lebesgue. The 
author remarks that the method of Riesz permits a definition of the integral of 
an unbounded function so that it exists when either the Lebesgue integral or the 
improper Riemann integral exists. E. W. Chittenden (Iowa). 

Ridder, J.: Über den Perronschen Integralbegriff und seine Beziehung zu den R-, 
L- und D-Integralen. Math. Z. 34, 234—269 (1931). 

Bekanntlich ist die Perronsche Integraldefinition mit der speziellen Denjoyschen 
Definition äquivalent. Die Perronsche Definition wird aber mit der allgemeinen Den- 
joyschen äquivalent, wenn die Definition der Ober- und Unterfunktionen folgender- 
maßen geändert wird: y(x) ist eine zu f(x) im Intervalle (a, b) gehörende Oberfunktion, 
falls sie den beiden Bedingungen genügt: a)y(a)=0;b)(a,b))=M+E,+BE,+--- 
+ E;,+ ..-, wobei M höchstens abzählbar ist und auf jedem EZ, die in bezug auf 
dieses E, genommenen unteren Derivierten von (x) nicht kleiner als f(x) (und 
=# — ©) sind; die Unterfunktionen werden ganz analog definiert, im übrigen bleibt die 


Definition des Integrals / /(«2)dxz mit der ursprünglichen Perronschen Definition 
ö 


identisch. Bekanntlich ist das unbestimmte allgemeine Denjoysche Integral eine 
„function r&soluble‘; der Verf. beweist, daß dieser Begriff für stetige Funktionen dem 
folgenden Begriffe der totalstetigen Funktion im verallgemeinerten Sinne (T V-Funk- 
tion) äquivalent ist: /(x) ist im Intervalle (a, b) eine T V-Funktion, wenn (a, b) sich 
in höchstens abzählbar viele meßbare Mengen zerlegen läßt, auf denen f(x) totalstetig 
ist. Der Verf. gibt auch weitere Varianten der Perronschen Integraldefinition, welche 
verschiedene Tragweite haben, insbesondere solche, die den Riemannschen und Lebes- 
gueschen Definitionen äquivalent sind. Zu diesem Zweck sind neue Begriffe der ober- 
und unterhalb totalstetigen Funktionen eingeführt. Kolmogoroff (Moskau). 

Burkill, J. C.: The approximately continuous Perron integral. Math. Z. 34, 270 
bis 278 (1931). 

Definitionen: 1. Die obere approximative Derivierte AD*f(x) einer meßbaren 
Funktion f(x) im Punkte & ist gleich der unteren Schranke derjenigen Zahlen a, für 
die die Menge der &-Werte mit ft&) — f(x) 

Auge 


Sn 


die Dichte Null hat in x. 2. Die Def. der unteren approximativen Derivierten AD, f(x) 
ist hiernach evident. 3. Für eine in (a, b) meßbare und fast überall endliche Funktion 
f(2) ist M(x) eine Majorante in (a, b), wenn: &) M (x) approximativ stetig ist in (a, b) 


’ 
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P) M(a) = 0, und für jedes eina<x=<b:y) AD,M(«&) > — oo und: 6) >f(x) ist. 
4. Die in 3. definierte Funktion M (x) wird zu einer verallgemeinerten Majorante, wenn 
die Bedingung Ö nur fast überall in (a, b) erfüllt zu sein braucht. 5. u. 6. Die Def. der 
Minorante und verallgemeinerten Minorante sind wieder evident. Der Verf. führt diese 
Maj. und Min. (oder verallg. Maj. und Min.) in die Integraldefinition von Perron ein 
und erhält dadurch einen umfassenderen Integralbegriff, für den er die gewöhnlichen 
Eigenschaften des P-Integrals teilweise ungeändert, teilweise nach sinngemäßer Ab- 
änderung beweisen kann. Die Einleitung enthält ein Beispiel einer Funktion, welche 
ein unbestimmtes Integral ist nach der hier eingeführten, jedoch nicht nach der 
allgemeinen Denjoyschen Definition. J. Ridder (Groningen). 


Analysis. 
Laboceetta, L.: Una nuova elasse di funzioni eireolari. Atti Accad. naz. Lincei, 
VI. s. 13, 912—917 (1931). 
Durchläuft ein Punkt den Umfang eines Kreises, so erscheint ein fester Durch- 


messer unter dem Winkel 5 solange der Punkt auf der einen Hälfte des Kreises ver- 
bleibt, dagegen unter dem Winkel 5, wenn er auf die andere Hälfte übergeht. Als 
Funktion des Zentriwinkels erhält man also eine Funktion Fal x (fattore alternante), 
die in jedem Intervall 2nrr «> (2n+ 1)r den Wert +5; in jedem Intervall 


(2n — 1) rn «> 2nn den Wert 5 annimmt. In ähnlicher Weise kann geometrisch 


die Funktion Fr x (frazione), die gleich x — [x] ist, eingeführt werden, ebenso noch 
einige weitere Funktionen mit derartigen Unstetigkeiten. Es werden noch Formeln 
für den Zusammenhang zwischen solchen Funktionen aufgestellt. Schrutka (Wien). 

Laboccetta, L.: Generazione geometriea della funzione I & (intiero di &) e delle altre 
funzieni numeriche Fr x, Cm x, R x ad essa assoeiate. Atti Accad. naz. Lincei, VI. s. 
14, 3—6 (1931). 

Ähnlich wie in einem früheren Aufsatz (vgl. dies. Zbl. 2, 253) wird hier zunächst 
für die Funktion Ix (in Deutschland meist [x] oder auch, nach französischer Weise, 
E(x) geschrieben), die die größte ganze Zahl darstellt, die nicht größer als & ist, eine 
geometrische Einführung gegeben: Der Abstand des augenblicklichen Drehpunkts 
eines regelmäßigen Vielecks, das auf einer Geraden abrollt, von einem festen Punkt 
dieser Geraden. Weiter ist FrFe= x — Ix, C(mz=1I(x+1)— x. Es werden auch 
die inverse Funktion I"! sowie noch einige andere betrachtet. L. Schrutka (Wien). 

Cingquini, Silvio: Sopra un recente teorema di derivazione per serie del prof. Tonelli. 
(Semin. Mat., R. Scuola Norm. Sup., Pisa.) Rend. Ist. lombardo Sci., II.s. 64, 695 
bis 708 (1931). 

Ein Beitrag zum Satze von L. Tonelli (Atti Accad. naz. Lincei, VI. s. 13, 163 
bis 168 (1931); dies Zbl. 1, 205) über die Differentiation von Reihen: Für den Spezial- 
fall k= 1 werden unter etwas geringeren Voraussetzungen zwei neue Beweise gegeben. 

R. Schmidt (Kiel). 

Belardinelli, G.: Sulla risoluzione delle equazioni analitiche mediante sviluppi 
in serie. Rend. Ist. lombardo Sci., II. s. 64, 751—758 (1931). 

On d&montre la convergence des series de laforme y„=w+ D As, a,... an EI" 82°..." 


&ı&ı... Om 
qui donnent les racines de l’&quation en y: (+ mn yN)+ + nm) = 0. 
On dötermine le domaine oü une telle serie converge. On &value l’erreur qu’on commet 
en se limitant & un nombre fini de termes. Mandelbrojt (Clermont Ferrand). 
Tauber, Alfred: Die Verallgemeinerung der Sätze von Euler-Maelaurin und Laplace- 
Lagrange. Acta math. (Uppsala) 57, 437—446 (1931). 
Die im Titel genannten Sätze werden durch einen allgemeineren Ansatz aus einer 
gemeinsamen Quelle abgeleitet und verallgemeinert. Szdsz (Frankfurt a.M.). 
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Tauber, Alfred: Konvergenzprobleme in der Theorie der Gammafunktion. Acta 


math. (Uppsala) 57, 447—458 (1931). 
Die für Re>0 und alle & gültige Entwicklung der Funktion P(z, &) 


> Te 
— fi e-=t(1 + 1)-*dt in die Binomialkoeffizientenreihe Di er ( B D,(x) wird 
0 0 


auf elementarem Wege hergeleitet. Auf ähnlichem Wege wird für ]'(z) eine EN der 
Halbebene Rx > 0 gültige Entwicklung nach den Binomialkoeffizienten Bi E ) und 
( 5 ) gewonnen. Otto Szdsz (Frankfurt a. M.). 

v 


Mammana, G.: Sul prodotto di serie sommabili secondo Cesaro. Nota II. Atti 
Accad. naz. Lincei, VI. s. 13, 848-851 (1931). 

This note is a continuation of a preceding note (this Zbl. 2, 24) and contains a 
proof of theorem I stated in that note. J. D. Tamarkin (Providence). 

Bosanquet, L. S., and E. H. Linfoot: Generalized means and the summability 
of Fourier series. Quart. J. Math., Oxford ser. 2, 207—229 (1931). 

Die von den Verff. früher eingeführte (&, 8) Summierbarkeit [J. London math. 
Soc. 6, 117—126 (1931), dies. Zbl. 1, 393] wird hier auf Fouriersche Reihen angewendet 
und mit dem Begriff Stetigkeit im Mittel der Ordnung (Y, ö) verknüpft. Dabei heißt 
die Reihe Du, summierbar (&, $) mit der Summe s, wenn 


n | C 
AP (w) = (logo)? > f _ - log"? fen? 8 
n<® 
für @ — oo und genügend große C, wo entweder & > 0, ß beliebig oder x =0,ß=>0.- 
Konvergenz (&, ß) wird durch die folgende Festlegung erklärt: f(t)>1(&,ß) bei 
t—0, &, ß wie oben, bedeutet 


MA (}) - [Dma(ı v)flwW)div>1l, t>0 
0 


für genügend große C, wo D(“P (u) = (log C)P u* log=?(C/u). — Die Hauptsätze für 
Fouriersche Reihen lauten: 1. Wenn die periodische Funktion f(t) CL in (—r, x) und 
El) = alfa +) + Fa — 1) — 25] > 0 (&, P) 
bei 20, dann ist die Fourierreihe von f(t) summierbar (&%, y) mit der Summe s für 
t—= x für jedes y> P+1+9, wobei © =], wenn & ganzzahlig und A >0, sonst 
© = 0. — 2. Wenn die Fourierreihe von /(£) für &= x summierbar (&, ß) mit der Summe s 
ist, dann strebt @ ()—>0(&+1,y) beit—0 für jedes y> ß+1+ 9, wo © wie 
oben gewählt wird. — Entsprechende Sätze werden für die konjugierte Reihe bewiesen. 
Die Verff. geben auch Permanenzsätze an. Hille (Princeton). 
Jessen, Borge: Bemerkungen über konvexe Funktionen und Ungleichungen zwischen 
Mittelwerten. I. Mat. Tidsskr. B H. 2, 17—28 (1931) [Dänisch]. 
Jensen hatte [Nyt Tidsskrift for Matematik B 16 (1905) und Acta Mathematica 
30 (1906)] aus einer Ungleichung für konvexe Funktionen Ungleichungen zwischen 
Mittelwerten hergeleitet, die die bekannten als spezielle Fälle enthielten. Verf. hat 
diese Frage zum Abschluß gebracht, indem er zeigte, daß die Jensensche Ungleichung 
für konvexe Funktionen alle Ungleichungen zwischen transformierten arithmetischen 
Mitteln enthält. Die vorliegende Arbeit gibt einen Bericht über diese Untersuchungen, 
deren Ergebnisse sich im wesentlichen schon in der Arbeit ‚Über die Verallgemeinerun- 
gen des arithmetischen Mittels“ (Zbl. £. Math. 1, 133) finden. Besonders erwähnt sei 
noch der elegante Beweis der Jensenschen Ungleichung 


AN)=AEN), (1) 
wo A (f) das arithmetische Mittel der (im Intervall 0,1 stückweise stetig vorausgesetzten) 
Funktion / bedeutet und @ eine beliebige konvexe Funktion ist. (1) ergibt sich auf 
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wenigen Zeilen aus der Existenz von Stützgeraden der Funktion Y. Aus (1) folgt leicht 
die allgemeine Ungleichung für transformierte arithmetische Mittel 
A,N=4A4,(N), A, = p1Ao(f)] (2) 
wo @ und ı monoton sind und % konvexe Funktion von @ ist. Das oben angedeutete 
Hauptresultat ist nun: Die angegebenen Voraussetzungen für p und y sind auch 
notwendig für das Bestehen von (2) für jede stückweise stetige Funktion f. 
W. Fenchel (Göttingen). 

Saks, $.: Über konvexe und subharmonische Funktionen. Math. pol. 6, 43—65 
(1931) [Polnisch]. 

Durch systematische Herausarbeitung der Analogie zwischen konvexen bzw. 
linearen Funktionen einer Variablen einerseits und subharmonischen bzw. harmonischen 
Funktionen zweier Variabeln andererseits gibt der Verf. eine sehr einfache Herleitung 
wichtiger Eigenschaften der subharmonischen Funktionen. Als Beispiele für diese 
Analogie seien folgende Sätze angeführt: 1. Damit die in (a, b) stetige Funktion 
/(z) konvex sei, ist notwendig und hinreichend, daß f(x) + («2 + ß) für beliebige 
reelle &, # in jedem Teilintervall von (a, b) die Maximumbedingung erfüllt, d.h. ent- 
weder konstant ist oder das Maximum nicht im Innern annimmt. 1*. Damit die im 
Gebiete @ stetige Funktion /(z, y) in@ subharmonisch sei, ist notwendig und hinreichend, 
daß für jedes Feilgebiet H von @ und jede in 7 harmonische Funktion u(z, y) die 
Funktion f(x, y)-+ u(z,y) in H der Maximumbedingung genügt, d.h. entweder 
konstant ist oder ihr Maximum nicht im Innern annimmt. Definiert man f!!(x) bzw. 
f/!(x) als oberen bzw. unteren Limes des Ausdruckes[/(z + h) + f(x — h) — 2 f(a)]/h? 


für > 0 (verallgem. Schwarzsche 2. Ableitungen) und analog Di(e, y) bzw. Df (a, y) 


27 
als oberen bzw. unteren Limes von # f Mc +rcosp, y+rsinp) do — f(x, o) | (r/2)2 
ö 


(Blaschkesche Operatoren), so gelten die Sätze: 2. Damit die in (a, b) stetige Funktion 
f(x) in (a,b) konvex sei, ist sowohl die Bedingung a) Pa)>0füra<x<b, als 
auch die Bedingung b) f?(x)=0O für a < x < b.notwendig und hinreichend. 2*. Damit 
die im Gebiete @ stetige Funktion /(z, y) in @ subharmonisch sei, ist jede der Be- 
dingungen notwendig und hinreichend; a) Df(z,y)=0in G,b) Df(«, = 0 in @. 
Mit ganz elementaren Methoden werden ferner einige neuere Ergebnisse über subharmo- 


nische, harmonische, analytische und konvexe Funktionen wiedergewonnen und ver- 
allgemeinert. Birnbaum (Wien). 


Differentialgleichungen: 

Takahashi, Shin-iehi: Die Differentialgleichung y = kf(&,y). Töhoku math. J. 
34, 249—256 (1931). 

In den Mh. f. Math. 37 (1930) hat Zawischa die Aufgabe behandelt, die Konstante k 
in der Differentialgleichung y’ = kf(x, y) so zu bestimmen, daß die Lösung y durch 
zwei vorgegebene Punkte geht. Im Anschluß hieran behandelt Verf. die Aufgabe, 
k so zu bestimmen, daß y für = x, und y’ für 2 = x, vorgegebene Werte annehmen. 
Bei gewissen einschränkenden Bedingungen für f(x, y) (Positivität) wird unter Be- 
nutzung einiger Sätze aus der obengenannten Arbeit Existenz und Eindeutigkeit 
der Lösung leicht bewiesen. Ebenfalls im Anschluß an die genannte Arbeit gibt Verf. 
sodann ein Näherungsverfahren zur Lösung des Problems durch sukzessive Approxi- 
mationen, Rothe (Breslau). 

Seorza Dragoni, G.: A proposito di un teorema di Rosenblatt. Atti Accad. naz. 
Lincei, VI. s. 14, 7—11 (1931). 

Es wird eine notwendige Ergänzung eines hinreichenden Kriteriums gegeben, 
das A. Rosenblatt für die eindeutige Lösbarkeit der Differentialgleichung y’ = f(x, %) 
mit y(2,) = Y, gegeben. hat. (Rosenblatt, A.: Sur les conditions d’unieite d’une 


390 


solution des &quations differentielles ordinaires. C.R. 1928 — Sull’unieita della so- 
luzione di un sistema di equazioni differenziali ordinarie. Rendiconti dei Lincei 1928.) 
Rellich (Göttingen). 
Clemente, P.: Maggiorazione delle soluzioni periodiche di una equazione differen- 
ziale lineare ordinaria del secondo ordine. (Istit. di Calcolo, Unw., Napoli.) Atti Accad. 
naz. Lincei, VI.s. 14, 88—92 (1931). 
Für die Differentialgleichung 
25 (032) + Ay = fa) a) 
(0>0,4>0, f periodische Funktionen mit der Periode b — a) mit den Randbedin- 
gungen y(a) — y(b)=0, y'(a) — y’(b)=0 werden Abschätzungen von oben für 
max|y| angegeben. Zur Abschätzung ist die Kenntnis der (wenigstens angenäherten) 
Eigenwerte der homogenen Gleichung 
102) +44y=0 (2) 
mit denselben Randbedingungen erforderlich. Verf. gibt drei Reihen von Formeln: 
1. für ein kleines A, wenn nämlich kein Eigenwert von (2) zwischen O und 1 liest; 2. für 
ein beliebiges A, wenn 1 zwischen dem r—1-ten und r-ten Eigenwert liegt; 3. A beliebig, 


d 
weitere Bedingung: [ /(2)d&=0. Die Beweise werden in der Tesi di Laurea des 


Verf. (im Druck) veröffentlicht. W. Stepanoff (Moskau). 

Sansone, Giovanni: Esistenza di infiniti autovalori per le equazioni dilferenziali 
ordinarie del quarto ordine, lineari omogenee a coeffieienti costanti. Rend. Ist. lombardo 
Sci., II.s. 64, 724—736 (1931). 

Verf. beseitigt für Gleichungen vierter Ordnung eine gewisse den Nullstellen der 
Lösungen bei unendlich großem Eigenwert auferlegte Bedingung (vgl. dies. Zbl. 2, 257). 
Man kann wegen der Konstanz der Koeffizienten alle Rechnungen explizit ausführen. 

H. Lewy (Göttingen). 

Trieomi, F.: Sur une &quation differentielle de l’eleetrotechnique. C. r. Acad. Sci. 
Paris 193, 635—636 (1931). 

Die Behandlung einer Aufgabe aus der Elektrotechnik führt auf die Aufsuchung 
einer Lösung z=Z(y) der Differentialgleichung 


d2? 5 
Ay a2 +-ßP+siny=0, 
die der Periodizitätsbedingung 


Z(y, + 27) = Z(y) 
genügt. Es werden Bedingungen für die Lösbarkeit dieser Aufgabe angegeben. 
Liineburg (Göttingen). 
Gambier, Bertrand: Integration simultande de deux öquations difförentielles du 
premier ordre. C. r. Acad. Sci. Paris 193, 509—512 (1931). 
Es wird gezeigt, wie man die Integration der beiden unabhängigen Differential- 
gleichungen A,(&, y)d@ + Be, yy)dy=0 
A,(®, y)dx + B,(e, y)dy = 0 
gleichzeitig leisten kann auf Grund der Kenntnis eines partikulären Integrals einer 
partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung. Als Beispiel wird die Anwendung 
auf eine differentialgeometrische Frage angedeutet. Rellich (Göttingen). 
Seorza Dragoni, Giuseppe: Sugli integrali dei sistemi di equazioni differenziali. 
Rend. Ist. lombardo Sci., II.s. 64, 659—682 (1931). 
Gewisse Sätze von Peano und Perron über die Fortsetzbarkeit von Lösungen 
einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung werden auf Systeme von ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung erweitert. Rellich (Göttingen). 


A,B, — AyB, #0 
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Colombo, Bonaparte: Problemi elassiei in teoria delle equazioni a derivate parziali 
di tipo iperbolico e loro generalizzazioni. (Torino, 9. VI. 1930.) Conf. Fis. e Mat. 
Torino 75 bis 88 (1931). 

Bericht über die verschiedenen Anfangswertaufgaben, die bei hyperbolischen 
Differentialgleichungen zweiter und höherer Ordnung behandelt worden sind. 

Rellich (Göttingen). 

Ceri, 6.: Sur une generalisation du problöme de Monge. ©. r. Acad. Sci. Paris 193, 
636—638 (1931). 

Es werden gewisse Verallgemeinerungen, die Goursat zum Problemkreis der 
Mongeschen Gleichung einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung angestellt 
hat, mit der Theorie der Berührungstransformationen in Zusammenhang gebracht. 
Dabei schließt sich der Autor an eine Methode von Lie an. Rellich (Göttingen). 

Hamburger, Hans: Über die partielle lineare homogene Differentialgleichung zweiter 
Ordnung vom hyperbolischen Typus, deren Koeffizienten in einer Veränderlichen peri- 
odisch sind. I. Das Integrationsproblem. Math. Annalen 105, 437—498 (1931). 

Die Koeffizienten der Gleichung 


s Er 
De)= go, +05 +65, +c=0 
seien für „er=<x, und alle reellen y stetige (reelle oder komplexe) Funktionen 
von zund y und überdies in y periodisch mit der Periode 277”. Es werden alle Lösungen 
mit derselben Periodizitätseigenschaft gesucht. Zu dem Zweck werden zwei Verfahren 
entwickelt. Zunächst führt die Riemannsche Integrationsmethode auf eine 
notwendige und hinreichende Bedingung für die Periodizität in Gestalt einer Integral- 
gleichung für die Randwerte. Diese Bedingung vereinfacht sich wesentlich, wenn die 
Riemannsche Parametrix in y periodisch ist. Dann nennt Verf. das Integrations- 
problem vom Haupttypus (sonst Nebentypus). In diesem Falle sind entweder alle 
Lösungen mit bestimmten Randwerten 2 (s,, y) in y periodisch oder gar keine. Zu- 
. gleich mit einer Gleichung ist auch die adjungierte vom Haupttypus (Beispiel für den 
Haupttypus: a und c in y ungerade, b.gerade). Das Problem ist immer vom Haupt- 
typus, wenn die Gleichung durch die Laplacesche „Kaskadenmethode‘“ integrier- 


bar und [ ady= 0 ist, nicht aber umgekehrt. Im Falle, daß das genannte Integral 


gleich Ikri ist (k ganz), was bei Integrationsproblemen vom Haupttypus notwendig 
ist, läßt sich die Gleichung durch Einführung einer neuen Funktion für z so vereinfachen, 


daß der Koeffizient von = verschwindet. Neben dieser Gleichung L(z) = 0 wird noch 
die Integrodifferentialgleichung +27 


L(z) -/(e 5, )zay al 
%o 

betrachtet, deren sämtliche Lösungen mit periodischen Anfangswerten periodisch sind. 
Die Gesamtheit der gesuchten Lösungen stimmt daher überein mit denjenigen dieser 
Lösungen, die das Zusatzintegral zum Verschwinden bringen. Dies ergibt neue Kri- 
terien (in Integralform) für die Periodizität der Lösungen und den Haupttypus. Der 
Vorteil dieser Methode tritt im Falle analytischer Koeffizienten in Erscheinung: 
dann erhält man nämlich beim Haupttypus Bedingungen für die gesuchten Lösungen, 
die keine Integrationen mehr enthalten, und ebenso Kriterien für den Haupttypus 
und den Laplaceschen Typus. Das zweite Verfahren kann noch verallgemeinert werden 
durch Einführung einer neuen Veränderlichen für y. Ist das Integrationsproblem vom 
Nebentypus, so sind weitere Fallunterscheidungen notwendig, und es ergeben sich nicht 
ebenso abschließende Resultate. Die Methoden werden an Beispielen durchgeführt. 
Die Arbeit — deren Problemstellung sich aus der Theorie der sphärischen Abbildungen 
ergibt — wird fortgesetzt. Willy Feller (Kiel). 
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Brelot, Marcel: Etude des integrales born&es de l’&quation Au = eu(e>0) au 
voisinage de singularit6s de e(M) formant un ensemble de eapaeite nulle. Bull. Sei. 
math., II.s. 55, 281—296 (1931). 

In seiner These (vgl. dies. Zbl. 2, 259) betrachtete Verf. die Gleichung Au= cu 
mit c>0 in der Umgebung eines isolierten Unstetigkeitspunktes von ce (inn=2 
Dimensionen). Die Resultate werden nun leicht verallgemeinert für den Fall, daß die 
Unstetigkeitspunkte von c eine Menge E von der Kapazität Null bilden. Durch Aus- 
schließen der Unstetigkeitspunkte von c durch geeignete kleine Gebiete und Grenz- 
übergang folgt die Existenz, und genau wie in der Potentialtheorie (Satz von Vasi- 
lesco) die Eindeutigkeit der Randwertaufgabe, wenn man in den Unstetigkeits- 
punkten keinerlei Vorschriften für die Lösung macht. Falls die Menge E ganz 
im Inneren des Gebietes liegt und c beschränkt ist, ist das Verschwinden der Kapazität 
von E für die Eindeutigkeit auch notwendig. Es werden noch einige Eigenschaften 
für beschränkte Lösungen in der Umgebung eines Unstetigkeitspunktes von c aus 
dem Kap. II der These übertragen (Mittelwerte, Faststetigkeit). Schließlich wird die 
Randwertaufgabe auf eine Integralgleichung zurückgeführt. W.Feller (Kiel). 

Bouligand, Georges: Sur les solutions, rögulitres et positives dans tout le plan, de 
l’öquation 02u/öx? + 0?u/dy? = u. Bull. internat. Acad. polon. Sci., Cl. Sci. math. 
et nat. A Nr 4/5, 281—287 (1931). 

Bezeichnen r und @ Polarkoordinaten, so lassen sich alle in der ganzen Ebene 
regulären Lösungen der genannten Gleichung, für die 


2 

fuer, ») de 
0 
er 

[wur 9) dp 
0 


beschränkt bleibt, in der Form eines Stieltjes-Integrals 
: 27 
hf ex cost +ysint g f(f) 
0 


mit wachsendem f(t) darstellen. Darunter fallen insbesondere alle überall regulären 
positiven Lösungen. Willy Feller (Kiel). 

Vasilesco, Florin: Sur la möthode du balayage et le potentiel condueteur d’un en- 
semble. ©. r. Acad. Sci. Paris 193, 640—642 (1931). 

Bemerkung, daß es möglich sei, die Poincar&sche ‚methode de balayage‘‘ zur 
Lösung der Randwertaufgabe der Potentialtheorie für das Äußere einer beliebigen be- 
schränkten abgeschlossenen Menge Z zu verwenden. Man erhält als Grenzfunktion die 
sog. Lösung der Randwertaufgabe im weiteren Sinne nach N. Wiener. Es ergibt sich 
daraus unmittelbar das Regularitätskriterium: ein Punkt P der Menge E ist regulär, 
wenn man für jede Folge von außerhalb E gelegenen, gegen P strebenden Punkten P; 
Teilmengen E, von E finden kann, so daß die Werte der zugehörigen Konduktor- 
potentiale in P,; gegen 1 streben. Wiliy Feller (Kiel). 

Ghermanesco, M.: Sur les solutions fondamentales de ’&quation n-metaharmonique. 
C. r. Acad. Sci. Paris 193, 638—640 (1931). 


Die Differentialgleichung 
AmMu+ dr dat. + yu=0 
besitzt n Grundlösungen der Form 
v=U;r®+V, 

wobei U;(r) und V;(r) reguläre Funktionen sind, die nur von der Entfernung r zweier 
beliebiger Punkte im p-dimensionalen Raum abhängen. Diese Lösungen werden in 
der vorliegenden Note — unter Unterscheidung der Fälle eines geraden oder ungeraden 
Wertes von p — explizit angegeben. Lüneburg (Göttingen). 
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Bateman, H.: Solutions of a certain partial differential equation. (Daniel Guggen- 
heim Graduate School of Aeronautics, California Inst. of Technol., Pasadena.) Proc. nat. 
Acad. Sci. U. 8. A. 17, 562—567 (1931). 


Setzt man 


2.6 a (em me-»2] Coj?z) dz 


h,(&) = esse w4.d2, 
0 


so sind e”F, und e”!h, Lösungen der Differentialgleichung 

ou (0? u 

ala e) 
Die Funktionen F, und h, sind Gegenstand der Betrachtung. Insbesondere werden 
für h, und die sich von F, um einen konstanten Faktor unterscheidende Funktion H, 
Rekursionsformeln angegeben und wird für die A, ein Additionstheorem bewiesen. 
Schließlich werden einige in der Literatur vorliegende Ergebnisse besprochen, die mit 
dem vom Verf. behandelten Gegenstand zusammenhängen. E. Rothe (Breslau). 

Bompiani, E.: Sulle superficie integrali di due o piü equazioni lineari a derivate 
parziali del 3° ordine. Ann. Mat. pura ed appl., IV.s. 9, 287—306 (1931). 

Neudarstellung einer Arbeit desselben Verf. (Rendic. Istit. Lombardo 1919) 
zur Widerlegung von Einwänden anderer Verfasser, die die Vollständigkeit einer in 
jener Arbeit getroffenen Einteilung bezweifelt haben. Oohn-Vossen (Köln). 

Zaremba, S. K.: Sur P’allure des integrales d’une &quation differentielle ordinaire 
du premier ordre dans le voisinage de P’intögrale singuliere. Bull. internat. Acad. polon. 
Sci., Cl. Sci. math. et nat. A Nr 4/5, 288—321 (1931). 

Gegeben sei die gewöhnliche Differentialgleichung 1. Ordnung f(x, y; y') =. 
Dabei sei f(x, y, p) von der „Klasse 07‘, d.h. nebst ihren partiellen Ableitungen bis 
zur Ordnung % einschließlich eindeutig und stetig in einem vorgegebenen Definitions- 
bereich. Das Linienelement (%, %9, P9) heiße (in etwas anderem Sinne als üblich) 


„singulär“, wenn an der Stelle (z,, 4), Po) gleichzeitig f=0, =0 0, ı =: PL, = 0; 


Bekanntlich versagen für solche singnläre Linienelemente die üblichen Existenz- bzw. 
Eindeutigkeitssätze; es bedarf daher besonderer Untersuchungen, welche aber bisher 
nur für den Fall durchgeführt waren, daß f(x, y, p) eine analytische Funktion der 
Variablen x, y, pist. In vorliegender Note, welche einen Auszug aus einer in polnischer 
Sprache abgefaßten Abhandlung darstellt, werden nun entsprechende Sätze für den 
Fall angegeben, daß f(x, y, p) von der Klasse O, ist. Des Näheren macht der Verf. 
folgende Annahme $;: In der Umgebung von (29, %9 Po) sei f(x, y, p) von mindestens 


der Klasse C; und erfülle die Ungleichungen dp8 0% ds +0; ferner existiere eine 


singuläre Lösung y= o(x) der Differentialgleichung, welche „das Linienelement 
(2% Yo» Po) enthält“, d.h. für welche 9(x,) = Yy 9’ (X) = Po. Pabei heißt eine Lösung 
(oder ein Bogen) ‚„singulär‘‘ bzw., „nichtsingulär‘ (bzw. „vom gemischten Typus‘), 
wenn alle ihre Linienelemente singulär sind bzw. wenn sie nur isolierte singuläre Linien- 
elemente besitzt (bzw. wenn sie Summe aus einer endlichen Anzahl von singulären 
und nichtsingulären Bogen ist). Nun wird u.a. gezeigt: Unter der Annahme & 
existiert eine und nur eine nichtsinguläre Lösung y=x(#), welche 
das Linienelement x, Yo ?, enthält. Diese Lösung ist von der Klasse (y, 
falls $, gilt, gilt ($=<k). Außerdem wird die Abhängigkeit dieser Lösung x(x) von 
den Anfangswerten untersucht, und zwar sowohl unter den Annahmen 6, und S, bzw. &; 
als auch unter noch etwas modifizierten Voraussetzungen. Die Beweismethoden sind 
verschieden, je nachdem 8, oder $, zugrunde gelegt ist. Die letztere Methode ist auch 
für den Fall komplexer Meränderkähte brauchbar, die erstere nur im reellen Gebiet. 


Haupt (Erlangen). 
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Winkler, Ernst: Über die hypergeometrische Differentialgleichung n-ter Ordnung | 
mit zwei endlichen singulären Punkten. München: Diss. 1931. 63 8. } 
Die Differentialgleichung des Fuchsschen Typus: 


n 


dr’ 

Pa »%) ran =0 ( o=Bu =), 
die den Gegenstand der Untersuchung bildet, besitzt die drei singulären Punkte 
x = 0, 1, oo mit den Ordnungen n, 1,n. Verf. gibt eine neue Ableitung und sorgfältige 
Zusammenstellung der von Thomä (1870), Goursat (1883) und Pochhammer 
(1888) gewonnenen Resultate, die er so weit vervollständigt, daß die Eigenschaften 
der Integralfunktionen in gleichem Umfang wie für den Spezialfall n = 2 der Gauss- 
schen Differentialgleichung als bekannt gelten können und man die Sonderstellung 
des Falles n—= 2 klar überschaut. — I. Die rekursiven Integraldarstellungen 
der partikulären Integrale werden durch vollständige Induktion gewonnen und für die 
kanonischen Fundamentalsysteme in den 3 singulären Punkten im einzelnen bestimmt _ 
(„Hauptintegrale“). Als prinzipieller Unterschied gegenüber dem speziellen Fall 
n — 2 ist bemerkenswert, daß nicht alle Integrale einer Darstellung mittels Doppel- 
umlaufintegrales fähig sind und damit der Festlegung der Parameterbereiche, für die . 
die betreffenden Integrale konvergieren, erhöhte Bedeutung zukommt. Verf. ver- 
zichtet durchweg auf das Hilfsmittel des Doppelumlaufintegrales. — II. Die rekursive 
Integraldarstellung: 


l—-x 


1 
F,„(&) = Te ar aa] um-l(1 — ur m-1F,_,(zu) du, Po) = 


führt zu der Reihenentwicklung: 


_ p[fı>%&2.- | RE; < [la laalı - - - [ana „3  T(&-+4) 
rn ) AR UATUATEER Ar [eh = pe) 


Es sei erwähnt, daß die für die Theorie der Gaussschen Reihe bedeutsame Relation 
&; an Po y—-a—ß 2.7.8 7—P 
F, \ 4 e) (1—-:) His | 1, n e) 


sich nicht auf die hyperg. Reihe n-ter Ordnung F„(x) für n > 2 überträgt, sondern ihre Ver- 
allgemeinerung in einer entsprechenden Beziehung zwischen zwei spez. Reihen G,(x) findet, 
die durch die rekursive Definition 

1 


IB.) &n—1l n—On—1 —’n = 
G,(x) = TC TB, = a (1- u) (1- zu)" Gn-ı(wu)du, Gl) =1 
erklärt werden. 

Verf. bestimmt so vollständig als möglich die Reihenentwicklungen der Haupt- 
integrale, wobei die n — 1 bei = 1 regulären Integrale insofern eine Sonderstellung 
einnehmen, als sich die Koeffizienten nicht durch analoge geschlossene Ausdrücke wie 
in den übrigen Fällen darstellen lassen. Die Schwierigkeit liegt darin, daß die Grenz- 
werte der betreffenden Integrale für ©— 1, wie Mellin gezeigt hat, nicht allgemein zu 
fassen sind. — III. Die Koeffizienten aller Über gangssubstitutionen zwischen den 
zu den 3 singulären Punkten gehörigen Fundamentalsystemen werden nach der Me- 
thode des Grenzüberganges bestimmt. Verf. erreicht durch geeignete Normierung, 
daß diese Koeffizienten sich sämtlich aus Sinusfunktionen von Linearformen der 
Parameter aufbauen. — IV. Reihenentwicklungen und Übergangssubstitutionen 
werden schließlich noch für ausgezeichnete Parameterwerte untersucht, für die 
die lineare Unabhängigkeit der zu einem singulären Punkt gehörigen Hauptintegrale zer- 
stört ist. Die früheren Fundamentalsysteme sind durch logarithmenbehaftete Ersatz- 
integrale zu ergänzen. v. Koppenfels (Hannover). 
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Ikeda, Yoshiro: Über die lineare Integralgleichung, welehe durch zwei lineare Difte- 
rentialgleichungen r-ter Ordnung konstruiert werden kann. J. Fac. of Sci. Hokkaido 
Univ. I 1, 47—96 (1931). 

Der Verf. behandelt die Aufstellung von Integralgleichungen, welche mit einem 
Paar von linearen Differentialgleichungen m-ter Ordnung: 


dr u army 
mt ae) tt mey= 0 
und d"v RT) 


dam Hr b(@) Gam-r en b„(z) y u 


verbunden sind. Indem er annimmt, daß w,,...., %, m linear unabhängige Lösungen 
der ersten Differentialgleichung sind, erhält er durch umständliche Rechnung, daß 
die Lösung der zweiten, welche gegebenen Anfangsbedingungen genügt, auch eine 
Lösung der Integro-Differentialgleichung 


(a) N) FE +: + (ante) — bmti))olE)] ae 


v() = Fa) + [Dia,8) 


ist, wo F(x) linear von ,, ...,%„ abhängt. Durch partielle Integration wird diese 
B7 
Gleichung in eine Volterra’sche: v(2)—=F,(x) + N: k(x, E)v(£)dE, übergeführt. Es 


folgt eine Behandlung der Frage der Lösung, deren Randwerte: v(&), v’(&), ..., a") (&), 
v(ß), v’(B),...,v®-D(8), m linearen Bedingungen genügen. Explizite Ausdrücke 
für die Funktion U(xz) und @(x, &) in der äquivalenten Integralgleichung v(z) = U (x) 


ß 
_ uf @(z, E)v(E)dE werden aufgestellt. Leider nimmt der Verf. an, daß 
& e 
EFÄCH 3,0 Ol Re 


welches nicht im allgemeinen der Fall ist, so daß die erhaltenen Ausdrücke fehlerhaft 

sind. Aus diesem Grunde wird auch der Beweis de$ Satzes: wenn u(x) der ersten Dif- 

ferentialgleichung und denselben Nebenbedingungen wie v(x) genügt, dann sind 
ß 


in der äquivalenten Integralgleichung u(x) = V(x) + [I'‘(z, E)u(E)dE die Kerne 
| 8 


G(x, &) und I'(x, £) reziprok, hinfällig. Scheinbar sind dem Verf. die Arbeiten von 
Bounitzky: J. de Math., VI. s. 5, 67—127 (1909), und Böcher: Ann. of Math., II. 
s. 13, 71—88 (1911), welche die Existenz Greenscher Funktionen linearer Differential- 
gleichungen m-ter Ordnung behandeln, und durch welche die vorliegende Arbeit viel 
vereinfacht werden könnte, unbekannt. T. H. Hildebrandt (Ann Arbor). 

Winants, Marcel: Nouvelles recherches relatives ä la generalisation de l’&quation 
de Fredholm. Bull. Sci. math., II. s. 55, 197—224 u. 227—264 (1931). 

In 3 vorangegangenen Arbeiten [Bull. Sci. math. 44, 68—79, 209—231, 2834—295 (1930)] 
hat Verf. die gewöhnliche Integralgleichung 2. Art auf eine solche mit mehreren Kernen ver- 
allgemeinert: 


(x) = f(x) | J 


Dabei soll a <a”<b <b”’<c’<c’” sein; in A, B, C kann die erste Variable das Inter- 
vall «...c’” durchlaufen, die zweite aber nur «a‘...a” bzw. b’...b’” bzw. c’...c”. Die 
Lösung (x) ist für alle drei Intervalle zu ermitteln. (1) läßt sich durch sinngemäße Definition 
des Kernes XK(x,y) in der üblichen Form schreiben, und die zu (1) gehörige transponierte 
Gleichung ist entsprechend 


a’ b: DL 
A(2, 5) 9(s)ds + [B(x, 8) 9(s) ds + [C(x, 5) P(s) a, (1) 
b’ e’ 


y(a) = g(a) + [ K(s,®) vis) ds. (2) 


26* 
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In den Zwischenintervallen @’...b’ und b”...c’ ist dabei y(x) =g(x), im übrigen sei 
y(x)=u(e) für das erste Intervall, y(x)—=v(x) bzw. =w(x) für das zweite und dritte. Dann 
genügen u, v, w drei Integralgleichungen (wir schreiben hier und im folgenden stets nur die 
1. Gleichung an) 


RE > = 
u(x) = h(x) + a [At ) u(s) ds +[A(s, &) v(s) ds +[4(s, Swan]. (3) 
a’ v’ c2 


Bei v(x) bzw. w(x) stehen k(x) bzw. I(x) und B bzw. CO; h(x), k(x), l(x) sind bekannte Funk- 


tionen, nämlich y = 
h(x) = g9(x) + | [Ats, 2)g(s) ds + [A(s, 2)g(8) a). (3°) 
u in 


Macht man für hinreichend kleines A den Ansatz 


so ist u, — h usw., und die übrigen Koeffizienten drücken sich durch h, k, ! und die Iterationen 


von A, B, C aus. So folgt 
le DE ce’ 
A 8 s 8 
u(x) = h(x) + Da) JG ) h(s) ds +/4(; 1) k(s)ds +/4(% 
a’ vb’ 64 


ı) IKs)ds!, (5) 


wobei unter Vermeidung der Eigenwerte der A-Bereich durch analytische Fortsetzung er- 


weitert wird. Die folgenden Abschnitte übertragen das 2. Fredholmsche Theorem über die 
homogene Gleichung auf mehrere Kerne. Sodann wird der Fall behandelt (3. Fredholmsches 
Theorem), daß in (1) der Parameter A ein Eigenwert c ist, also D(c) = 0, aber f(x) =0. Als 
notwendige Bedingung für die Auflösbarkeit ergibt sich 


as b’ 0 
[rt&) ua) da + [ Fa) vie) dx + | F&) wie) dx = 0 (6) 
a’ b’ ce’ 
und ebenso für die Lösbarkeit des Systemes (3) mit 2 =c 
dr Dis ce’ 
[oa ha)da + [Fla)kia)da+ [Pla)UR)dz =0. (9 
a’ b’ (& 


Diese Bedingungen sind im allgemeinen auch hinreichend. Zum Schluß der ersten Arbeit 
wird noch der Spezialfall behandelt, daß f(x) und K(x, y) reelle Funktionen bedeuten und 
K(x, y) symmetrisch ist. 

In der zweiten Arbeit werden zunächst die Orthogonalisierungs- und Entwicklungsätze 
von E. Schmidt und Hilbert, die Besselsche Ungleichung und die Schmidtsche Auflösungs- 
formel für symmetrische Kerne übertragen. Ferner wird die Theorie der Schmidtschen Haupt- 
funktionen verallgemeinert. Darunter sind diejenigen Funktionensysteme (x) und (x), 
v(x), w(x) verstanden, die gegenseitig die Gleichungen . 


Br ® = 
o(x) = . fa» s) u(s)ds+ IB; s) v(s) ds + [Ce, 8) w(s) 2 (7) 
und iD Pa 4 [73 
u(z) = a [As » p(9ds+ [Als,a)p()ds+ [Als, or (7) 
a’ DZ (ci 


[entsprechend mit B und C für v(x) und w(x)] befriedigen. Wie in der gewöhnlichen Theorie 
müssen die A, für die das geht, Eigenwerte eines gewissen positiv definiten symmetrischen 
Kernes sein. — Unter der weiteren Voraussetzung, daß alle Funktionen quadratisch integrabel 
im Lebesgueschen Sinne sind, gilt auch hier der Fischer-Rießsche Satz. Und schließlich be- 
sagt das Picardsche Kriterium: Damit die Integralgleichung 1. Art 

Di 02 


o(z) = [ A(,s)y(s)ds + | B(x, 8) y(s)ds+ [ C(x, s) y(s) ds (8) 
a’ b c 


‚ 


oo 
lösbar ist, ist notwendig, daß >) 4} »? konvergiert, wo die », die Fourierkoeffizienten von (x) 
v=i 


in bezug auf das transponierte Orthogonalsystem {&*(x)} sind; und das ist auch hinreichend, 
wenn {9#*(x)} abgeschlossen ist. — Als Anwendung wird das Problem behandelt, eine durch 

willkürliche Punkte der Ebene gehende Integralkurve einer linearen Differentialgleichung 
3. Ordnung zu finden. — Weiter werden zwei Systeme von je drei Kernen A,(z, y), Bı(z, Y); 
C,(z, y) und A,(z, y) usw. betrachtet und A = A, + A, usw. gesetzt. Dann gelten bei ent- 
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sprechender Definition der Orthogonalität und Semi-Orthogonalität auch hier die Goursat- 


schen Sätze über zusammengesetzte Kerne. — Der Schlußteil der Arbeit ist der Theorie der 
Hauptkerne und ihrer Struktur im Falle eines einfachen Poles und im Falle eines mehrfachen 
Poles gewidmet. Wiarda (Dresden). 


Differenzengleichungen und andere Funktionalgleichungen : 
Löwig, Heinrich: Lineare Differenzengleichungen mit Koeffizienten von gemein- 
samer Periode. Acta math. (Uppsala) 57, 101—201 (1931). 


Gegeben sei ein System linearer Differenzengleichungen 1. Ordnung 


fu(& + h) = tra) File) + Bla) (k=1,2, 2.m)E 


(h,© komplexe Zahlen, q,,(2) und B,() analytische Funktionen der Periode ®). Insbeson- 
> sollen die g,,(2) in einer Halbebene |?” ee < R regulär und dort in eine Reihe der 
orm 


oo ae 
Ik 1(®) = I hıne WER 
am 


entwickelbar sein. In einer kleineren Halbebene len | <Zr<R sei außerdem die Deter- 
minante |g,,(2)| # 0. — Es wird das Problem behandelt, ob ein solches System periodische 
Lösungen f;(x) von der Periode » besitzt, die in einer Halbebene oder allgemeiner in einem 
Streifen a, < |e?”i2/®| <a, meromorph sind; ferner, wie weit diese Lösungen eindeutig 
bestimmt sind. Von Bedeutung, insbesondere für die Eindeutigkeitsfrage, ist der Begriff 
der charakteristischen Gleichung des Systems von Differenzengleichungen, die durch 
Nullsetzen der Determinante K(t) = |gx, — rıt| entsteht. Außerdem entsteht bei der 
Charakterisierung des Regularitätsbereiches der Funktionen f,(x) die Notwendigkeit einer 
Fallunterscheidung zwischen || <1 und |A]|>1, wobei 2 = e?”ihl® gilt, — Als eines 
der Resultate ergibt sich: Sind die Funktionen B,(x) in einem Streifen 0, < | e2” ieja | 08 
regulär (, <g <R, 93, <r, falls [A| > 1, 09 <oa,<r, fall !A| < 1), so daß eine Reihen- 


entwicklung der Form B,(x) = D Bi« e?”%*2|® möglich ist, und ist außerdem keine Wurzel 


[0,4 
von K(t) = 0 von der Form /* (& eine ganze Zahl), so gibt es ein und nur ein System von 
Lösungen f,(x), die jeweils in einem der Streifen 


as|ete|<ozja], falls |2|>1, 
eläls era, falls || <1 
regulär sind. — Man kann eine explizite Darstellung dieser Lösungen gewinnen, indem man 


ähnlich wie bei linearen Gleichungen oder linearen Differentialgleichungen zunächst Lö- 
sungen für spezielle Funktionen B,(x), und zwar für 
. OBERE 
Bx(%) = 64m te (dem = hr: kt = 
aufsucht und die Lösungen bei anderen B,(x) durch Summation bestimmt. Mit Hilfe dieser 
Darstellung erhält Verf. eine Abschätzung f,(x) <x Max | B,(x)|, wobei x eine feste nur 
von den q;,(x) abhängige Konstante ist, die eine Verallgemeinerung der Picardschen Abschät- 
zung für Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten bedeutet. — Ein weiteres 
Resultat bezieht sich auf den Fall, daß die Forderung der Regularität von f,(x) in dem obigen 
Streifen durch meromorphen Charakter ersetzt wird. Jetzt lassen sich stets Lösungen in 
mannigfacher Weise bestimmen, doch wird diese Unbestimmtheit charakterisiert dadurch, 
daß die homogenen Gleichungen (B,(z) = 0) ein Fundamentalsystem von Lösungen f;,(%) 


5 x Re Re r) besitzen, mit dem jede andere Lösung sich in eindeutiger Weise in der Form 
f(x) =% 2%) Frs(®) (De + h) = 2%) 
herstellen läßt. — Am Schluß werden entsprechende Sätze für eine Differenzengleichung be- 


liebiger Ordnung für eine unbekannte Funktion formuliert; jede solche Gleichung läßt sich 
leicht auf ein spezielles System 1. Ordnung zurückführen. Lüneburg (Göttingen). 


Anghelutza, Th.: Sur une öquation fonetionnelle caraeterisant les polynomes. Bul. 
Soc. Sti. Cluj 6, 139—145 (1931). 

In this paper all variables and functions are understood to be real, and the following 
nobation is used: 4,0) = fa + y)— fa), Ari) = Adria). 


It is well known that every polynomial iin x of degree p—1 or less satisfies the equation 
AP f(x) = 0 for every y; the present author shows that the only continuous function 
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(x) satisfying the equation for every yis such a polynomial. He also shows that the 
problem of solving a functional equation employed by Frechet for the characteri- 
zation of polynomials can be reduced to that of solving the equation here considered. 
CO. R. Adams (Providence). 

Popovieiu, T.: Remarques sur les polynomes binomiaux. Bul. Soc. $ti. Cluj 6, 
146—148 (1931). 

A sequence of polynomials {P,„(z)}, of which P,(x) is of degree n, is called a 
binomial sequence if the relation 


P&+y)= IP.) Pu-.(y) 


is satisfied identically in x and y for each n. A formal method of obtaining such se- 
quences, and necessary and sufficient conditions that P„(x) be =0 in an interval 
(0, a) are given. A binomial sequence of which P,„(x) is the difference between two 
successive Laguerre polynomials in ( — x) is exhibited, and by its aid sufficient condi- 


tions that the series Ih P,(x) converge absolutely for allx= 0 are found. Adams. 


Stareher, 6. W.: On identities arising from solutions of g-difference equations 
and some interpretations in number theory. Amer. J. Math. 53, 801—816 (1931). 
Indem die einzige normierte, analytische Lösung einer linearen Funktionsgleichung 
durch zwei verschiedene Entwicklungen dargestellt wird, ergeben sich unter anderem 
bekannte Identitäten von Euler und Jacobi. Otto 8zasz (Frankfurt a. M.). 
Hostinsky, B.: Sur Pintegration des transformations fonetionnelles lin&aires. Atti 
Accad. naz. Lincei, VI. s. 13, 921—923 (1931). 
Suivant une idee de M. Volterra [voir: Memorie di math. e di fisica della Soc. 


ß 
italiana delle Scienze 8, VI (1887)] l’auteur defini l’integrale Jh A dt d’une transformation 
lineaire & 


b 
g(2) = Alf] = [ Al, 4,1) Hy) dy 


dependant d’un paramötre t comme limite du produit R, R,... R,„ des transformations 
infinitesimales R, definies par les noyaux 
1 _.@-=9y)% 


Bule, ern. the + hAla,y,t), ee AD): 


n n 
L’integrale ainsi definie est aussi une transformation lineaire aveclenoyau D(z, y, &, ß); 
ce dernier verifiant l’equation fonctionelle 


b 
D(x,y,&,») = [D(n,s,&,ß)D(s,y,ß,»)ds. (1) 


L’equation (1) joue un röle important dans des questions du caleul des probabilites 
traitees par Smoluchowski, Chapman, Kolmogoroff et l’auteur. 
A. Kolmogoroff (Moskau). 
Stelson, H. E.: Double funetion space. Töhoku math. J. 34, 297—320 (1931). 
Als Raumpunkte sind Funktionenpaare [x(t), y(t)], als Entfernungen die Zahlen 


ö(P,P,) = (Kl) - a)? + Il) — yld]} ar} 
erklärt. Der Verf. untersucht verschiedene Eigenschaften von ‚‚Geraden“, „Kreisen“ 


und „Kegelschnitten“ in diesem Raume, welcher übrigens dem gewöhnlichen Hilbert- 
schen Funktionalraume isometrisch ist. A. Kolmogoroff (Moskau). 


Kontinuierliche Gruppen: 


© Kowalewski, Gerhard: Einführung in die Theorie der kontinuierliehen Gruppen. 
(Math. u. ihre Anwendungen in Monogr. u. Lehrbüchern. Begr. v. E. Hilb. Hrsg. v. 
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E. Artin u. 6. Kowalewski. Bd. 9.) Leipzig: Akad. Verlagsges. m.b.H. 1931. X, 
396 S. u. 9 Abb. RM. 24.—. 


Dieses Buch ist F. Engel gewidmet, aber es ist il maestro selbst, dessen Geist über 
dem Ganzen schwebt und dessen Name auf kaum einer Seite fehlt. Damit ist das Buch voll- 
ständig gekennzeichnet: der Verf. strebt danach, nicht nur in den Gedankengängen, sondern 
sogar in den Bezeichnungen seinem Vorbild treu zu bleiben. Mit allen Vor- und Nachteilen 
dessen! Der Stoff gliedert sich in 4 Kapitel. In I, ‚„Infinitesimale Transformationen und ein- 
gliedrige Gruppen“, wird zunächst der Begriff der infinitesimalen Transformation und der 
dadurch erzeugten eingliedrigen Gruppe eingeführt, veranschaulicht durch das Geschwindig- 
keitsfeld einer stationär strömenden Flüssigkeit. Als Beispiel wird sodann die 6-gliedrige Be- 
wegungsgruppe in R, behandelt, erst rein gruppentheoretisch, dann in der Darstellung mittels 
Quaternionen und Studyschen Biquaternionen. Als Beispiel zur Erläuterung des Iterations- 
verfahrens zur Aufstellung der infinitesimalen Transformation wird die Fußpunkttransformation 
gewählt. Die Kleinsche Reihenentwicklung für die infinitesimale (als Funktion der endlichen) 
Transformation wird abgeleitet, ohne daß auf Konvergenzfragen eingegangen wird. Aus- 
führlich wird die Erzeugung der linearen Transformationen in » Variablen durch infinitesimale 
behandelt. Nachdem die Bahnkurven und Invarianten einer infinitesimalen Transformation 
sowie der Liesche Klammerausdruck und die Jacobische Identität behandelt worden sind, 
folgen noch einige Paragraphen über die Integration von Systemen von partiellen Differential- 
gleichungen, auch im Zusammenhang mit Pfaffschen Systemen. In II wird zunächst der 
allgemeine Begriff der n-gliedrigen Gruppe eingeführt und an einigen Beispielen erläutert 
(Bewegungsgruppe in R,, die 6-gliedrige Gruppe der Kreisverwandtschaften und deren Ent- 
artung, die affine und die projektive Gruppe in der Ebene). Sodann werden die infinitesimalen 
Transformationen der n-gliedrigen Gruppe, die Parametergruppen und die Maurerschen Rela- 
tionen behandelt, worauf ein Schlußparagraph über die Invarianten der einfach transitiven 
Gruppen folgt. III enthält die Beweise der drei Fundamentalsätze (die aber nicht genau 
formuliert werden) und deren Umkehrungen, wobei auch der Cartanschen Auffassung des 
ersten Fundamentalsatzes und der Pickschen. Verallgemeinerung der natürlichen Geometrie 
Cesarosje ein Paragraph gewidmet wird. IV enthält schließlich die Klassifizierung sämtlicher 
Transformationsgruppen der Geraden und der Ebene nach einer von der Lieschen abweichen- 
den Methode, womit die Liesche Gruppentafel eine neue Bestätigung findet. Ausführlich 
wird auch die Frage erörtert, welche transitive und intransitive Gruppen sich auf die projektive 
Form bringen lassen. Bezüglich der äußeren Form ist zu bemerken, daß sich mittels Angabe 
der ko- und kontravarianten Eigenschaften der Größen durch Indexstellung einige hundert 
überflüssige Summenzeichen vermeiden ließen, daß der Wirkungsbereich eines Operators 
nicht definiert wird, so daß der Leser erraten muß, daß z. B. der Operator V in dem Aus- 


druck Vr 5 wohl auf £, aber nicht auf . wirken soll, und daß fortwährend Gleichungen 


wie (U A”) =D 600” o Yo f vorkommen, wo im linken Glied ein Operator, im rechten eine 


Funktion steht. “Der Verf. verspricht, einen Ergänzungsband über die algebraischen Probleme 
der Gruppentheorie zu bringen. Es wäre sehr zu begrüßen, wenn dadurch vor allem die be- 
rühmte Cartansche These mit der Klassifizierung der halbeinfachen Gruppen sowie seine 
späteren diesbezüglichen Arbeiten vielen Lesern zugänglich werden würden. Van Dantzig. 


Barinaga, J.: Die Methode von Lie für die Integration der Differentialgleichung 
der Translationsflächen. Rev. Acad. Ci. exact. etc. Madrid 26, 173—183 (1931) [Spa- 
nisch]. 

Nach einer knappen Darstellung der Lieschen Gedankengänge (Geometrie der 
Berührungstransformationen 1, Kap. 9, S. 368—411) wird von der Differentialgleichung 


ba(@ + da)r - Id +dg)(a + bg) + bb pgls + b’pla+bp)i=0 
ein intermediäres Integral @ (z, y, 2, p, q) = 0 zu ermitteln versucht; es zeigt sich, daß 
diese Funktion eines der beiden Systeme: 


09 op ’ 09 ’ ’ 09 

(1.) 095 + (a Hbp) —a0 (2.) DI - (a 4 BE —a) 
op +dbgaöop Wop_, 09  a+bpOp _ aöp _ 
By DEN Ar ON 0% bg öOy 5% 


erfüllen muß. Die Methode von Mayer ermöglicht die Integration dieser beiden 
Systeme, so daß man als allgemeines Integral der ursprünglichen partiellen Differential- 
gleichung 2. Ordnung erhält: 


2 = Flax + be) + Dlay+Vo). F. Knoll (Wien). 
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Funktionentheorie: 

© Julia, Gaston: Legons sur la röprösentation conforme des aires simplement con- 
nexes. Paris: Gauthier-Villars & Cie. 1931. VIII, 114 S. Fres. 30.—. 

Varopoulos, Th.: Das erste Theorem von Picard. Delt. hellen. math. Hetair. 12, 
20-27 (1931) [Griechisch]. 

Die Note beschäftigt sich mit einem einfachen Beweis der Valironschen Verschär- 
fung des Picardschen Satzes für einen Winkelraum; Ist f(x) von der Wachstumsord- 
nung w, so kann es schon in jedem Winkelraum der Breite = z höchstens 2 Werte 
geben, die nicht angenommen werden. Hierzu berichtet sie über einschlägige Lite- 
ratur. Ullrich (Marburg, Lahn). 

Kössler, M.: Eine Verschärfung des Drehungssatzes von L. Bieberbach. Jber. dtsch. 
Math.-Ver.igg 41, 80—82 (1931). 

Für die im Einheitskreis regulären schlichten Funktionen fe)=2+ --- gilt 


nach Bieberbach Jargf’(e)| <= 2log- Tür |z|=r. Bieberbach hat auch bemerkt, 


1l—r 
daß diese Schranke nicht die bestmögliche ist. Verf. beweist mit einer Verfeinerung 


der bekannten Nevanlinnaschen Schlußweise, daß die rechte Seite der obigen Un- 


2y4 — a2 
’ 1-2 
als die Bieberbachsche; ob sie die beste ist, wird nicht entschieden. W. Fenchel. 

Trjitzinsky, W. J.: A synthesis of the theorems of Hadamard and Hurwitz on com- 
position of singularities. (Dep. of Math., Harvard Univ., Cambridge [U. $. A.].) Proc. 
nat. Acad. Sci. U. 8. A. 17, 568-570 (1931). 

L’auteur &nonce un th&or&me qui contient & la fois le theoreme de M. Hadamard 
et celui de M. Hurwitz, tous les deux sur la composition des singularites de deux 
series de Taylor. Toutefois, les singularites de ces deux series sont supposees isol&es. 

Mandelbrojt (Clermont-Ferrand). 

Montel, Paul: Sur les fraetions rationnelles ä termes entrelaees. Mathematica (Cluj) 
d, 110—129 (1931). 

Die Hauptresultate dieser Arbeit sind schon in der Besprechung der vorläufigen 
Mitteilung erwähnt worden [Sur les couples de polynomes dont les zeros sont entre- 
laces, O.r. Acad. Sci. Paris 192, 1014—1015 (1931); dies. Zbl. 1, 282]. Hierzu sei nur 
folgendes hinzugefügt. Der Verf. gibt notwendige und hinreichende Bedingungen an, 
damit zwei Polynome nur reelle alternierende Nullstellen haben. Es seien P(z) und 
Q(z) zwei solche „zusammengeflochtene“ Polynome und R(z) = P(z)/Q(z). Die 
Transformation 2’ = R(z) hat höchstens zwei nicht reelle Doppelpunkte, die aber nicht 
repulsive Fixpunkte sein können. Für %(z) > 0 ist %(z’) entweder immer > 0 oder 
immer < 0. Hieraus folgt, daß eine Familie von solchen Funktionen R(z) in X(z) > 0 
(<0) normal ist. Insbesondere trifft das für die Iterierten von R (z) zu. Für die Grenz- 
funktion einer konvergierenden Folge { R,(z)} wird die aus der Theorie des Momenten- 
problems bekannte Integraldarstellung gegeben. Hille (Princeton). 

Mandelbrojt, S.: Sur les fonetions holomorphes et bornees dans un demi-plan. 
Bull. Sci. math., II.s. 55, 303—327 (1931). 

Ce memoire donne des demonstrations et generalisations de th&oremes ressor- 
tissant & la theorie des fonctions quasi-analytiques publies antörieurement dans les 
Comptes Rendus (voir Zbl. 1, 281). M. y utilise surtout les m&thodes d’Ostrowski 
(Acta Math. 53), particulierement la notion de suite minorante de Faber introduite 
par cet auteur; il eut et& souhaitable que les renvois & ce M&moire fondamental soient 
faits avec plus de preeision. En outre des trois th&or&mes dejä signales dans l’analyse 
precedente, M. donne le suivant concernant les fonctions de variable reelle: Les n, 
etant des entiers positifs croissants et les nombres m, positifs, si la 


gleichung durch ersetzt werden kann. Diese Schranke ist für r >0O kleiner 
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ER: "2 e e 5 
serie I (my — %_ı) Ym, converge, une fonction F(x) est identiquement 


nulle si elle est continue pour a<x=<bet si pour chaque p>1, une 
primitive d’ordre n, convenablement choisie verifie la condition 


| FOR) (a) | < m,. 


Il gen£ralise le th&or&me dejä signal& sous II en restreignant l’hypothöse sur F (z) qui 
est seulement suppos&e holomorphe pour = 0 et assujettie aux conditions 


imsup 2 -.>0, |r@|<ee|o@|, |F@ky)|<mn<, 


ı=+% 
Q (z) &tant une fonction holomorphe convenable (on peut prendre pour Q (z) une con- 
stante). En ce qui concerne le theoreme I, M. donne une d&monstration elementaire, 
due aM. Gorny, valable pour le cas oü la condition imposee aux primitives d’ordre n 
est valable quel que soit y. Parmi les questions que suggere ce genre de propositions, 
M. signale la suivante: Peut-on imposer & la suite m, des conditions telles que toute 
fonction F (z) holomorphe et born&e pour x > 0 soit identiquement nulle si l’on a 


limsup | FC ®9liy)|<m,, (1 PO BERN 


Iy|=& 
3 @. Valiron (Paris). 

Walsh, 3. L.: The existence of rational funetions of best approximation. Trans. 
amer. math. Soc. 33, 668—689 (1931). 

Mittels einiger einfacher Hilfssätze über quasinormale Familien rationaler Funk- 
tionen festen Grades n wird gezeigt: Ist € eine in sich dichte Punktmenge, F(z) stetig 
in & erklärt, so gibt es zu jedem Grade n wenigstens eine rationale Funktion R(2) 
dieses Grades, welche #(z) in & bestmöglich annähert; d.h. so, daß ein gewisser Aus- 
druck als Maß für die Güte der Näherung seinen kleinsten Wert erreicht. Hierfür 
werden benutzt: 1. obere Grenze von |F(z) — r(2)| für z aus C (Tchebychef), 2. nach 
Vorgabe einer Belegungsfunktion n(z) (evtl. Lebesguesche) Integrale der Form 


[Ir@—-r@|enk@)|dz| mit p>0 
€ 


und ähnliche Doppelintegrale. Zur Existenz einer besten Näherungsfunktion muß 
natürlich angenommen werden, daß es wenigstens ein r(2) unter den rationalen Funk- 
tionen des Grades n gebe, für das diese Ausdrücke endlich bleiben. In die Untersuchung 
spielt die Lage der Polstellen der Näherungsfunktionen herein. Die Funktionen bester 
Näherung sind in allen obigen Fällen i. a. nicht eindeutig festgelegt; dies tritt vielmehr 
erst ein, wenn die Polstellen der Näherungsfunktionen genau vorgeschrieben werden. 
Die benutzten Methoden sind auch noch bei anderen Definitionen für die Güte einer 


Näherung brauchbar. Ullrich (Marburg, Lahn). 
Izumi, Shin-iehi: Interpolation series and integral functions. Jap. J. Math. 8, 
1—12 (1931). 


Jede ganze Funktion f(z) der Ordnung k= 1 und des Typus A=1 oder der 
Ordnung k <1 kann immer in der Form 
W=I%P,@), Bd)=1, P@)= (): n=1,2,... 
n=0 W 
dargestellt werden. Es entsteht nun die Frage, wie die Zahlen k, A mit den Koeffizien- 
ten a, zusammenhängen. Die notwendige Bedingung für k=1, A=1 ist |a, |r<e?—1. 
Umgekehrt kann man zwar aus der letzten Ungleichung auf k = 1 schließen, von dem 
Typus kann man aber nur beweisen, daß er nicht die Zahl B= — log (2 — e*) über- 
steigen kann. — Die Funktion f(z) ist der Ordnung k < 1 dann und nur dann, wenn 
die untere Grenze k derjenigen Zahlen k,, für welche die Ungleichungen 


k, e\l/kı 
la, 11" = - (&) 
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erfüllt sind, kleiner als list. Im Falle k < 1 ist / (2) vom Typus A dann und nur dann, 
wenn Ar. 2 a = 
Del als me M. Kössler (Prag). 

Volpe-Rinonapoli, Telesio: Su aleune trascendenti intere le eui radiei separano quelle 
della derivata. Boll. Un. mat. ital. 10, 221—224 (1931). 

Bei manchen einfachen ganzen Funktionen /(x) mit lauter reellen Nullstellen 
liegt immer zwischen zwei solchen konsekutiven Nullstellen von gleichem Zeichen 
eine einzige Nullstelle von /’(x). Diese Eigenschaft wird auf allgemeinere Klassen 


von ganzen Funktionen ausgedehnt. Ist z.B.c],c,,... reell, p ungerade, «=0, 
ßreell, y=>0 und existiert die Funktion = 
N a P +-yaPi+ö.m FIR: 
ee 
h=1 
so besitzt sie die gewünschte Eigenschaft. M. Kössler (Prag). 


Valiron, Georges: Sur les direetions de Borel des fonetions entieres. Ann. Mat. 
pura ed appl., IV.s. 9, 273—285 (1931). 
Während in den Arbeiten zum Wertverteilungsproblem vornehmlich das Ver- 
halten von f(x) in der 2 = rei?-Ebene mit wachsendem r schlechthin untersucht 
wird, werden hier neuerlich interessante Beiträge über das Verhalten in beliebig schmalen 
Winkelräumen gegeben, wie solche schon von Lindelöf, Julia, Valiron u.a.m. ver- 
öffentlicht wurden. Die bekannten Begriffe der Theorie der ganzen Funktionen, Grenz- 
exponent y der z-Stellen und Ordnung (Wachstumsordnung) der Funktion werden 
sinngemäß auf den Fall übertragen, daß man die Funktion nur in Winkelräumen 
(9 fest) |arg a — p| = e betrachtet. Durch Grenzübergang &— 0 wird nun die Wert- 
verteilung und das Verhalten der Funktion in der Richtung @ gekennzeichnet 
durch Größen y (z, 9) und (9); die letzte heiße Richtungsordnung. Endlich wird 
die gebräuchliche Ordnungsdefinition auch auf den Halbstrahl @ selbst bezogen (a 
priori &= 0); die entstehende Größe sei als Strahlordnung w,(9) bezeichnet. — 
Verf. hat früher (vgl. dies. Zbl. 1, 21) für meromorphe Funktionen gezeigt, daß bei 
festem @ für fast alle z die Größe y(z, 9) einen und denselben Wert y(p) habe, den 
mittleren Grenzexponenten zur Richtung 9; für höchstens 2 Werte z ist sie 
kleiner, für die übrigen höchstens größer. In der vorliegenden Arbeit kann nun durch 
Beschränkung aufganze Funktionen als ein fruchtbares Hilfsmittel der Phragmen- 
Lindelöfsche Satz in allgemeiner Fassung benutzt werden, der zunächst wich- 
tige Aufschlüsse über den Verlauf der Richtungsordnung &(p) als Funktion von @ 
zwischen O0 und 2 gestattet. Ist /(x) von der Wachstumsordnung ®, so muß z.B. 


&(%) jedes relative Maximum auf einem Intervall mindestens von der Breite —an- 


nehmen. Weiter stellt der genannte Satz vielfache Beziehungen zwischen Richtungs- 
ordnung und Strahlordnung her, die durch ein sehr schönes Beispiel belegt werden. 
Der dritte Schritt ist die Aufstellung von Beziehungen zwischen mittlerem Grenz- 
exponenten und Richtungsordnung. Ist für alle @ eines Intervalls (alle Richtungen 
eines Winkelraums) die Richtungsordnung nicht kleiner als w’, so gilt dies in den Rand- 
punkten (-richtungen) auch für den mittleren Grenzexponenten. Die Feststellung, daß 
die Richtungsordnung vom Übergang zur Ableitung f’(x) unberührt bleibe oder ab- 
leitungsfest sei, schließt die Arbeit. Ullrich (Marburg, Lahn). 

Locher, L.: Ein Satz über die Riemannsche Fläche der Inversen einer im endlichen 
meromorphen Funktion. Commentarii math. helvet. 3, 179—182 (1931). 

Den Ausgangspunkt bildet eine von A. Speiser aufgeworfene Frage, ob es zu 
jeder ganzen transzendenten Funktion vollständige Punktgruppen gibt, d.h.ob es 
Werte w, gibt, für welche die zu den über w, gelegenen Funktionselementen gehörigen 
Großschen Sterne die ganze Riemannsche Fläche der inversen Funktion von f(z) 
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erschöpfen. Verf. zeigt mit Hilfe des Sternsatzes von Groß, daß dies tatsächlich der 
Fall ist für alle Werte wo, mit Ausnahme einer Menge vom Flächenmaß Null. Ahlfors. 

Ikehara, Shikao: On integral funetions with real negative zeros. J. of Math. a. 
Phys. 10, 84—91 (1931). 

Es werden Funktionen betrachtet, die durch das kanonische Produkt 

fo =IT(1 +4.) 
n=1 re 

darstellbar sind. Es sei (@,) eine monoton steigende Folge positiver Zahlen und n (r) 
bezeichne die Anzahl der a, so daß a„—<r ist. In Anschluß an Sätze Ehe Titch- 


marsh (Proc. Lond. m. soc. [2] 26) beweist Verf. unter der Vor. lim 7 = dr =4, 
T>o 


((<eo<I1) (statt n(r) Ar, 0<oe<1,1>0,r>oo bei Trohnerh) 


1 oo 
1. die Beh. lim en, . - Al; „dr, und umgekehrt; 
z>o 
0 
2. die Beh. lim va un al ae 
> ner) 


auf einer x-Menge ‚von der Dichte 1‘, und umgekehrt. Die erste Beh. ist mit der von 
Titehmarsh äquivalent, die lautet: logf(@&) A cosee no = O<eo<1li>0, 
2 >0,20>0). Die Beweise fließen alle (mittels ziemlich einfacher Substitutionen aus 
einem allgemeinen Tauberian-Satze von N. Wiener (vgl. etwa Acta Mathematica 
55, 141ff.). Ein Satz von Hardy und Littlewood, den Titehmarsh ver- 
wendet, wird in diesen Wienerschen Tauberian-Satz eingeschlossen. 

Amirä (Jerusalem). 

Saxer, Walter: Sur les familles de fonetions meromorphes de plusieurs variables. 
C. r. Acad. Sci. Paris 193, 479—480 (1931). 

Verf. überträgt die von G. Julia für die normalen Familien analytischer Funk- 
tionen gewonnenen Ergebnisse auf Familien meromorpher Funktionen. Zunächst 
wird folgender Begriff eingeführt: Ein Punkt (w,, 2,) heißt außerwesentlich irre- 
gulärer Punkt einer Folge meromorpher Funktionen, wenn diese in e< |w— w |< Yı, 
e<|2— 2,|<y3 (Yı, Ya gewisse feste positive Zahlen, & > 0 beliebig klein) gleich- 
mäßig konvergiert, ihre Grenzfunktion aber in (wg, 29) außerwesentlich singulär ist. 
Entsprechend wird ein außerwesentlich irregulärer Punkt einer normalen Familie 
definiert. Alle anderen irregulären Punkte einer normalen Familie nennt man wesent- 
lich irregulär. Es gilt der Fundamentalsatz: F sei eine Familie von Funk- 
tionen, die in der Umgebung des Punktes (0, 0) meromorph sein mögen; 
F sei normal in jedem Punkte (0,2) mit O<|z| <d(d gewisse Zahl > 0), 
aber wesentlich irregulär in (0,0). Dann gibt es zu jedemn>0Oeine>0 
derart, daß man jedem w, mit |w, | <n ein 2, mit |2,| <e zuordnen kann, 
so daß (wy,2,) ein wesentlich irregulärer Punkt der Familie F ist. Aus 
diesem Satze lassen sich jetzt für die wesentlich irregulären Punkte meromorpher 
Familien die gleichen Konsequenzen ziehen, wie aus dem entsprechenden Satze von 
G. Julia für Familien analytischer Funktionen. P. Thullen (Münster, Westf.). 


Spezielle Funktionen: 

Bottema, 0.: Die Nullstellen gewisser durch Rekursionsformeln definierten Poly- 
nome. Proc. roy. Acad. Amsterd. 34, 681—691 (1931). 

Der Verf. hat früher die Nullstellen der Hermiteschen Polynome untersucht [Proc. 
roy. Acad. Amsterd. 33, 495—503 (1930)]. Er behandelt jetzt die Nullstellen der 
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Polynome Q, (x), die den folgenden Rekursionsformeln genügen 
On(2) — (© + du) An-ı(2) + %-ı@n-2(2) = 0 

9) =Le, =, m +0, n>1,b, und c, reell]. Q,(x) läßt sich in der Form einer 

symmetrischen Determinante schreiben 
Q(x) = det|ö,;c +, ;|; 
wo a, —=d, Mir = ri; sonst ,;—=0. Hieraus folgt, daß die Nullstellen 
von Q,(x) reell sind und durch diejenigen von Q,-,(2) getrennt werden. Q,(x) ist 
die Diskriminante eines Büschels quadratischer Formen F,(X, X) + xF,(X, X). 
Wenn p so gewählt wird, daß F, + pF, positiv (negativ) definit ist, so sind alle Null- 
stellen von Q,(x) kleiner (bzw. größer) als p. Diesen Gedanken verfolgend, kommt der 
Verf. zu allgemeinen Ausdrücken für obere und untere Grenzen der Nullstellen. Sein 
Hauptergebnis, Satz III, scheint allerdings nicht ganz richtig zu sein, da die Glieder 
pP +b)+k) + EP +5) A— Ku) X 

in seiner Formel (9) fehlen. Der Verf. beweist nun, daß, wenn die Folgen {b,} und 

C„n} beschränkt sind, die Nullstellen von Q,(2) auch beschränkt sind; wenn aber 
IS beschränkt, {c„} dagegen unbeschränkt ist, so ist die Nullstellenmenge beider- 
seitig unbeschränkt. Es sei jetzt b„ = 0 für alle n; x, bezeichne die größte Nullstelle 
von Q„n(x2). Dann ist ©, < 2 max c,. Diese Abschätzung wird für den Fall c, = O(n*) 

1<k<n-1 

wesentlich verschärft. Es folgen mehrere Sätze über obere Grenzen für die Nullstellen 
der Polynome von Hermite, Laguerre, Legendre und Tschebycheff, die 
großenteils schärfer sind, als die früher bekannten. Hille (Princeton). 

Zernike, F.: Eine asymptotische Entwicklung für die größte Nullstelle der Hermite- 
schen Polynome. Proc. roy. Acad. Amsterd. 34, 673—680 (1931). 

Bottema und van Veen haben neuerdings Abschätzungen für die größte Null- 
stelle y„ des Hermiteschen Polynoms H„(y) gegeben. Bekanntlich liegt y„ in der 
Nähe von n = (2n + 1)!/2, wie man mühelos aus der Differentialgleichung 

"+? —- P)z=0 für z=H,ly) 

entnimmt. Das asymptotische Verhalten von z für große n ändert seine Natur beim 
Durchgang von y durch n. Der Verf. benutzt zwei verschiedene Methoden, um dieses 
Verhalten für y nahe an n zu untersuchen. Die erste Methode basiert auf einer Ver- 
gleichung der Lösung mit Zylinderfunktionen in der bekannten Sturmschen Weise; 
die zweite Methode benutzt eine Entwicklung der Lösung nach Potenzen eines Para- 
meters. Hieraus berechnet er die asymptotische Entwicklung %, © n — 1,8557571 74/3 
— 0,3443834 72/3 — 0,168715 73 — 0, 151965 7-13/3. Er kann zwar keine Fehler- 
abschätzung angeben, die Entwicklung stimmt aber sehr gut mit den direkt berechneten 
Werten von %, für n=1,4,12, 32 und 73. Der Verf. zitiert nicht die Arbeit von 
Plancherelund Rotach in Comm. Math. Helvetici 1, 227—254 (1929), wo vermittels 
der Sattelpunktmethode sehr genaue asymptotische Entwicklungen von H,„(y) für 
y<n,yn und y>n berechnet worden sind. Die Resultate von Zernike lassen 
sich wahrscheinlich aus der Plancherel-Rotachschen Entwicklung für y® 7 entnehmen. 
(Vgl. die beiden benachbarten Referate.) Hille (Princeton). 

Veen, 8. C. van: Asymptotische Entwieklung und Nullstellenabsehätzung der 
Hermiteschen Funktionen. Math. Annalen 105, 408—436 (1931). 

Der Verf. geht von der Definition der Hermiteschen Funktionen durch das Whitta- 


kersche Integral (0+) 

Anl) = 4 N [ere-# zn 1d2 
aus. Er wendet die Methode der Sattelpunkte an und findet für positive Werte von n 
und z, mit der Bedingung x < J2 (n + 1), eine asymptotische Entwicklung für A, (x), 
welche eine erhebliche Verbesserung bedeutet gegenüber den Ergebnissen von Adamoff 
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und Watson. Es wird nämlich ein einfaches Bildungsgesetz für die Koeffizienten an- 
gegeben und eine genaue obere Grenze für das Restglied abgeleitet, wodurch die Ent- 
wicklung zum numerischen Gebrauche völlig zuverlässig wird. Obgleich die Ent- 


wicklung bedeutungslos wird für &— J2(n-+1), also gerade in der Nähe der größten 
Nullstelle x, von H,„(x), hat der Verf. doch eine erhebliche Verschärfung der Ab- 
schätzungen für x, geben können. O. Bottema (Groningen). 

Tamm, Ig.: Die verallgemeinerten Kugelfunktionen und die Wellenfunktionen 
eines Elektrons im Felde eines Magnetpoles. Z. Physik 71, 141-150 (1931). 

Dirac hat für ein Elektron (ohne Spinkorrektion) im Felde eines ruhenden Magnet- 
poles der Stärke nu, (n ganze Zahl, u, magn. Elementarladung) eine Wellengl. ab- 
geleitet, deren Winkelteil, bei Einführung von Kugelkoordinaten, nach Abtrennung 
des vom Radius abhängigen Faktors, der Gleichung 


| Y(@,9)= P(6) -.eime 1) 
UENON ( U m? nm n?(1 — c0s®) 
sin® 36 (in 25) 52 [a eure DIE sol ZITE 00581 | 


genügt. Verf. beschäftigt sich mit der Integration dieser Gleichung, die im Falle 
n = 0 in jene der zugeordneten Legendreschen Polynome übergeht. Durch die Sub- 
stitution 2=1-+cos© und Integration der entstandenen Gleichung durch eine 
Potenzreihe üblicher Art ergibt sich eine einfache Rekursionsformel für die Koeffi- 
zienten und, da die Potenzreihe abbrechen muß, damit sie konvergiert, aus der Be- 
dingung des Abbrechens in üblicher Weise zugleich der Eigenwert A. Für die vom Verf. 
als verallgemeinerte Kugelfunktion bezeichnete Lösung wird eine Darstellung als höherer 
Differentialquotient eines Polynoms abgeleitet. Weiter diskutiert Verf. die Knoten 
des Ausdrucks (1) auf der Kugelfläche; er beweist den Satz: 


» 
"77(9,9) = erı Ic," Y7(0,) 
u=—(p+n) 
(Drehinvarianz bis auf eine gemeinsame Phase), der eine Verallgemeinerung des be- 
kannten Satzes für Laplacesche Kugelf. bei n = 0 darstellt, und gibt schließlich den 
Normierungsausdruck der V.K.F.an. (Vgl. dies. Zbl. 2,305 [Dirac].) M.J.O. Strutt. 

Mitra, S. C.: Table of complex multiplication moduli of elliptie funetions for some new 
cases. Indian phys.-math. J. 2, 7—10 (1931). 

Zusammenstellung einiger früher an verstreuten Stellen veröffentlichter Beispiele 
explizit ausgerechneter Klassengleichungen für passend gewählte Modulfunktionen 
höherer Stufe. Das Fehlen jeder Erklärung der gebrauchten Bezeichnungen erschwert 
leider die Benutzung der Tafel außerordentlich. Bessel-Hagen (Bonn). 


Wahrscheinlichkeitsrechnung, ‚Versicherungsmathematik:: 


@ Woodward, Robert $S.: Caleul des probabilites et th&orie des erreurs. Paris: 
Presses universitaires de France 1931. 50 S. Fres. 16.—. 


Irwin, J. 0.: Recent advances in mathematieal statisties. (Div. of Eipidemiol. a. 
Vital Statist. London School of Hyg. a. Trop. Med., London.) J. roy. statist. Soc., N. s. 
94, 568—578 (1931). 

Verf. hat sich die Aufgabe gestellt, die Fortschritte der mathematischen Statistik 
im Jahre 1930 zu geben, und er beabsichtigt, später das Jahr 1931 in derselben Weise 
zu behandeln. Er schließt mit einem Literaturverzeichnis ab, wo 42 Abhandlungen 
mit der Überschrift A. Current Literature aufgeführt sind, größtenteils aus der 
Annals Math. Statisties 1, Biometrika 21 u. 22, J. Amer. Stat. Soc., Proc. 
roy. Soc. 130, Metron 8. Mit den Überschriften B. Tehebycheff Polynomials 
und C. Other References gibt er die Titel der älteren Hauptwerke und Abhandlungen, 
die beim Studium der 42 Arbeiten des Jahres 1930 nötig sind. Eine Menge der Ab- 
handlungen beschäftigen sich mit der ‚Theory of Sampling‘, und es ist in dieser Be- 
ziehung symptomatisch, daß die neue Annals Math. Statistics mit einer Abhandlung 
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des Herausgebers und mit diesem Thema eröffnet wird. Als ‚‚neue Idee‘ des Jahres 
bezeichnet er die „Inverse Probability‘“ von R. A. Fisher in Proc. Cambridge philos. 
Soc. 26. Auch die Abhandlung von H. Cramer: „On the Mathematical Theory of 
Risk“ aus der Festschrift der Schwedischen Versicherungsgesellschaft ‚Skandia““ und 
die damit in Verbindung stehende Risikotheorie von F. Lundberg wird referiert. 
Burrau (Kopenhagen). 

Persidskij, K.: Über das Markofische Theorem. Izv. fiz.-mat. ObsC. kazan. Univ., 

III.s. 4, 37—39 u. franz. Zusammenfassung 40 (1931) [Russisch]. 


Geometrie. 


e Nillus, P.: Legons de caleul veetoriel & Pusage des &leves de math@matiques 
&l&mentaires et spöciales et des &tudiants des facultes des sciences et des Ecoles techniques. 
Tome I. Rögles du ealeul veetoriel. Applications & la g&omötrie el&mentaire, & la tri- 
gonomötrie et ä la g6omötrie analytique. (Eneyelopedie industr. et commereiale.) Paris: 
Leon Eyrolles 1931. VIII, 347 S. Fres. 80.—. 

Sehuh, Fred.: Die günstige Wahl der Daten beim Konstruieren geometrischer 
Figuren. Nieuw Tijdschr. Wiskde 18, 167—174 (1931) [Holländisch]. 


Verkaart, H. 6. A.: Verschiedene Lösungsmethoden eines planimetrischen Problems. 
Nieuw Tijdschr. Wiskde 18, 174—182 (1931) [Holländisch]. 


Moufang, Ruth: Zur Struktur der projektiven Geometrie der Ebene. Math. Annalen 
105, 536—601 (1931). 

Es handelt sich um die Untersuchung der logischen Zusammenhänge zwischen den 
Schnittpunktssätzen der Ebene. Zunächst werden die Schnittpunktssätze, die aus den 
Verknüpfungsaxiomen allein folgen, charakterisiert. Sodann werden die Schnittpunkts- 
sätze für das Möbiussche Netz aufgestellt; das sind also diejenigen, in deren Voraus- 
setzung nur 4 frei wählbare Punkte (und was daraus durch Verbinden und Schneiden 
entsteht) vorkommen. Alle diese folgen aus einem einzigen, z. B. aus dem Spezialfall 
des Desarguesschen Satzes, bei dem die Ecken des einen Dreiecks auf den Seiten des 
anderen liegen. Der Beweis erfolgt durch stufenweise Herleitung der analytischen 
Geometrie im Netz. van der Waerden (Leipzig). 

Roeser, E.: Beziehungen am allgemeinen hyperbolischen Dreieck und ihr sphärisches 
Analogon. Jber. dtsch. Math.-Ver.igg 41, 88—93 (1931). 

Der Verf. untersucht die Beziehung zwischen den Figuren in der hyperbolischen 
Ebene, deren spezieller Fall die bekannte Beziehung unter dem rechtwinkligen Dreieck 
und dem Fünfeck ist. Eine Verallgemeinerung derselben ist die vom Autor früher 
gefundene Korrespondenz zwischen einem willkürlich gewählten Dreieck und einem 
Fünfeck mit 4 geraden Winkeln. Mittels sphärischer Dreiecke stellt der Verf. die Be- 
ziehung des hyperbolischen Dreiecks zum rechtwinkligen Sechseck fest. Er untersucht _ 
verschiedene Spezial- und Grenzfälle genannter Konfigurationen. Glagole/f (Moskau). 

Löbell, Frank: Beispiele geschlossener dreidimensionaler Clifford- Kleinscher Räume 
negativer Krümmung. Ber. Verh. sächs. Akad. Lpz., Math.-phys. Kl. 83, 167 bis 
174 (1931). 

Der Verf. gewinnt zuerst ein polyedrales Raumelement konstanter negativer 
Krümmung, dessen sämtliche Kantenwinkel Rechte sind: Es ist ein konvexes Vier- 
zehnflach, das von zwei ebenen einander gegenüberliegenden regulären und einander 
kongruenten Sechsecken und zwölf ebenen Fünfecken begrenzt ist, wobei alle Polygon- 
winkel Rechte sind. Aus zwei solchen Polyedern wird ein „Ringpolyeder“ aufgebaut 
und dann mit Hilfe solcher Ringpolyeder ein Raumstück, das von vier geschlossenen 
Clitford-Kleinschen Flächen negativer Krümmung begrenzt wird. Durch Wieder- 
holung des Verfahrens ist es möglich, auf die mannigfaltigste Weise unendlich viele 
verschiedene geschlossene Clifford-Kleinsche Räume negativer Krümmung auf- 
zubauen. K. Kommerell (Tübingen). 
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Godeaux, Lucien: Resultats r&cents dans la thöorie des modules des courbes algehri- 
ques. Bull. Sci. math., II.s. 55, 271—280 (1931). 

L’artiele est une revue des contributions r&centes & la theorie des courbes alge- 
briques, savoir: 1° Une d&monstration geomötrique de l’irröductibilite de la variet& Y, 
des courbes algebriques irr&ductibles d’ordre: n et de genre p, due & M. En- 
riques. 2° La d&monstration de V’irreductibilit de la variete H, des classes de courbes 
algebriques de genre p par M. Severi, qui prouve &galement, que la dite variet& 
H, (pour p < 11) represente une involution appartenant & un espace lineaire a 3p — 3 
dimensions, fait &tabli anterieurement pour p=3 par MM. Enriques et Chisini. 
3° On doit & M. B. Segre la construction des systemes lin&aires de courbes planes & 
modules generaux pour p=6 et la d&monstration qu’il n’en peut exister pour p > 6. 
4° Viennent ensuite les recherches de M. B. Segre sur les modules des courbes planes 
d’un systeme continu pour difförentes valeurs du genre p. 5° L’investigation des 
modules des courbes polygonales par M. Severi, pr&ced&e par celles de M. Amodeo 
etdeM. Snyder, l’a mene & une conclusion importante, pr&cisee ensuite par M. B. Segre 
sur le nombre des modules dont dependent ces courbes. En &tudiant ensuite les courbes 
polygonales d’ordre minimum M. B. Segre a trouv& un complöment au th&or&me 
d’existence de Riemann. Nil Glagoleff (Moskau). 

Campbell, Alan D.: Peneils of quadries in the Galois fields of order 2". Töhoku 
math. J. 34, 236—248 (1931). 

A classification of all pencils of quadric surfacesAQ(z, y, 2, w) + uQ' (x, y, 2, w) = 0 
in the Galois field @ F (2”) is given and typical pencils for most classes are set up. 

van der Waerden (Leipzig). 

Todd, J. A.: Some enumerative results for elliptie quartic eurves. Proc. Cambridge 
philos. Soc. 27, 538—542 (1931). 

Anwendung eines Verfahrens von Welchman (vgl. dies. Zbl. 1, 163) zur Bestim- 
mung der Anzahl der Raumkurven 4. Ordnung 1. Art, die durch p Punkte hindurch- 
gehen und die q Geraden zweimal und andere r Geraden einmal treffen (29+29+r=16). 
Die Fälle, wo r = 0, sind von Welchman behandelt worden. Es werden hier die Fälle 
untersucht, wo 9,9,r folgende Werte haben: (7,0,2), (6,1,2), (6,0,4), (5, 2, 2), 
(5, 1,4), (4, 3, 2), (2, 5, 2), (1, 6, 2,), (0, 7, 2), (0, 6, 4), (5, 0, 6), (4, 2, 4), (3, 4, 2), (1,5, 4). 

E.@G. Togliatti (Genova). 

Edge, W.L.: On the quartie developable. Proc. Lond. math. Soc., II.s. 33, 52 
bis 65 (1931). 

Une quartique developpable rationnelle, engendree par les tangentes & une cubique 
gauche, est la projection d’une quartique reglee rationnelle normale, R}, de l’espace 
& 5 dimensions, [5], la projection &tant faite sur un [3] a partir d’une droite convenable 
ne rencontrant pas R;. L’auteur etudie geometriquement et analytiquement les pro- 
prietös de R3 et de la projection en question, en utilisant quelques propositions preli- 
minaires sur la variete V„;m+2 engendree par les espaces [n + n’ + 1] contenant 
les espaces generateurs [n] et [n’] de deux varietes Y„41, Va+1, Jorsqu’on suppose 
qu’il existe une correspondance (1, 1) entre ces espaces generateurs. Il montre notam- 
ment qu’il y a dans [5] 00% droites telles que la projection de R, & partir de l’une d’elles 
sur un [3] soit une quartique d&veloppable: ces droites sont les generatrices simples 
de la quartique & 4 dimensions V7, lieu des plans tangents ä R}. Dubreil (Lille). 

Delens, Paul: G&omötrie affine des congruences de eourbes. ©. r. Acad. Sci. Paris 
193, 334—336 (1931). | 

In precedenti note I’A. ha date numerose proprietä delle congruenze di curve.in 
geometria euclidea; dä ora un brevissimo cenno dei suoi nuovi studi intrapresi sullo 
stesso argomento, ponendosi dal punto di vista d’una geometria conforme, proiettiva 
o affine. In questa nota preliminare considera piü specialmente la geometrica affine 
delle congruenze di curve, trasformando opportunamente le formule di geometria 
euclidea cui & pervenuto nelle note precedenti. Basandosi su lavori del Cartan, /’A. 
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si vale di una metrica euclidea, cambiando una determinata connesione dello spazio 
affine in una connessione euclidea priva di torsione; riuscendo cosi a ricondurre la 
geometri a affine delle congruenze ad una geometria riemanniana. Accenna infine 
ad un altro modo di risolvere la questione in modo diretto e sotto forma vettoriale. 
(Vgl. dies. Zbl. 2, 287.) R. Marcolongo (Napoli). 

Terracini, Alessandro: Su una elasse di curve dello spazio a quattro dimensioni. 
Boll. Un. mat. ital. 10, 224—230 (1931). 

Es seien m, x eine Gerade und eine Ebene allgemeiner Lage in einem vierdimen- 
sionalen Raume 8,. Der Verf. betrachtet im 6, eine Kurve ( mit der Eigenschaft, 
daß die oskulierende Hyperebene von C in P immer die Gerade enthält, die durch P 
hindurchgeht und m, zz schneidet. Es ist eine Verallgemeinerung der Kurven eines 
dreidimensionalen Raumes, die einem linearen Strahlenkomplex angehören. Die neuen 
Kurven aber gehören im allgemeinen keinem linearen Strahlenkomplexe des S,an, welcher 
alle mit m, rz inzidenten Geraden enthält; es besteht im Gegenteil folgende Eigenschaft: 
der singuläre Punkt des linearen Strahlenkomplexes, welcher die Tangente von C in P 
und die zwei weiteren unendlich benachbarten Tangenten von C und alle mit m, 
inzidenten Geraden enthält, liegt auf der oskulierenden Ebene von C in P; bei ver- 
änderlichem P auf O bleibt dieser Komplex nicht fest. Wenn man die gesuchte Kurve C 
mit den Gleichungen: 


1=a%l, %»=-1l %=-%l), Bent, Berl) 
darstellt, und r = x/(t) setzt, so genügen die Funktionen 7, &;, &,, x, der Gleichung: 


ONE EREENE %s 


, Rn 
VIENO ee (a 
’ ” ” vr ) 
R %g % %5 | 
y’ 1% ai! ah’ 


Führt man neue Funktionen 7, &3, %,,%, durch folgende Gleichungen ein: 


S=n; Su=n; 85-8; 


TE, = 9% — %%; TE, = 9% — %3%, ; Te, = LT, — 2483; (2) 
so folgt: gef, mp3 
W (23%,2) = ste 


JE & 
wo und n zwei Konstanten, &,=1, &;(t), &;(t), &ı(t), &,(t) die Koordinaten der 


oskulierenden Hyperebene von C in P, und W die Wronskische Determinante von 
%g, 24, %, bedeuten; und 7, %;, %,, %, genügen noch der Gleichung (1). Man kann aus (2) 


ne a BEL T en Pig 
235 %gs, 0. Mb, a, Up Us &gr &ı, 6, und T ausdrücken; man berechnet weiter r und 


ae f rdt. Aus irgendeiner Lösung C der gestellten Aufgabe erhält man so andere 
00? Lösungen, die mit C einfach geometrisch verbunden sind. Togliatti (Genova). 

Terraeini, Alessandro: Su aleuni sistemi 00° di rette nello spazio a quattro dimensioni. 
Rend. Ist. lombardo Sei., II.s. 64, 1056—1069 (1931). 

Ein System von 00% Geraden eines vierdimensionalen Raumes 8, besitzt 3 Fokal- 
mannigfaltigkeiten V,, die von allen Geraden des Systems berührt werden. Der Verf. 
untersucht den Fall, wo die 3 Fokal-V, des Systems je aus ool Ebenen bestehen. Zu- 
nächst transformiert er die Aufgabe durch die übliche Abbildung der Geraden des 
S, mit den Punkten einer V5 im 8,; dann gibt er zwei Lösungsmethoden zur Kon- 
struktion aller oo?-Strahlensysteme der genannten Art. Die erste Methode beruht 
auf der Abbildung der V$ des 8, auf einem 8, mittels Projektion von einer Ebene der 

"5 aus. Die andere Methode, sehr einfach und bemerkenswert, erfordert keine Integra- 
tion, sondern nur wenige geometrische Betrachtungen, die mit lauter Ableitungs- 
operationen gleichwertig sind. Die eine der 3 Fokal-V, kann beliebig angenommen 


409 


werden, nur muß sie aus Ebenen bestehen, die eine feste Ebene Ain Geraden schneiden 
(es müssen einige Besonderheiten ausgeschlossen werden, die vollständig diskutiert 
werden); dann zieht man durch jede Ebene & dieser ersten Fokal-V, einen linearen 
Ebenenkomplex, welcher zusammen mit & auch die drei unendlich: benachbarten 
Ebenen der Fokal-V, enthält; die Ebenen des Komplexes, die mit A eine Gerade ge- 
mein haben, bilden ein o0°-Ebenensystem X; dieses System K und die drei, bei ver- 
änderlichem &, unendlich benachbarten ähnlichen Systeme haben drei Ebenen gemein: 
die eine ist &, und die zwei weiteren beschreiben, bei veränderlichem «, die zwei weiteren 
Fokal-V, des gesuchten Strahlensystems. E.G. Togliatti (Genova). 

Boruvka, O.: Sur les hypereirconferenees et certaines surlaces paraboliques dans 
P’espace euelidien ä quatre dimensions. ©. r. Acad. Sei. Paris 193, 633—634 (1931). 

Die Kurven des 4-dimensionalen Raumes, deren drei Krümmungen von 0 verschie- 
dene Konstanten sind, werden untersucht. Verf. gibt eine Reihe von Eigenschaften 
dieser Kurven und gewisser mit ihnen verknüpften abwickelbaren Flächen ohne Beweis 
an. Die Beweise sollen in einer anderen Arbeit ausgeführt werden. Fenchel. 

Room, T. 6.: Some relations connecting the freedoms of manifolds. Proc. Cambridge 
philos. Soc. 27, 518—537 (1931). 

Es handelt sich um Methoden zur Berechnung der Konstantenzahl, von der eine 
algebraische Mannigfaltigkeit von gegebenen Grad- und Dimensionszahlen mit ge- 
gebenen ‚‚Besonderheiten“ abhängt. Im folgenden bezeichnet fy die Konstantenzahl 
der Mannigfaltigkeiten von der Art V im n-dimensionalen projektiven Raum [n] und 
wfv die Konstantenzahl der Mannisfaltigkeiten von der Art V, welche mit einer ge- 
gebenen Mannigfaltigkeit W inzident sind, wobei Inzidenz bedeutet: enthalten oder 
enthaltensein, je nachdem dim (V) größer oder kleiner als dim (W) ist. Die betrach- 
teten Mannigfaltigkeiten werden durch Parameterdarstellungen folgender Art gegeben: 


0% = PilYyos -- - > Ym) (a0 ur,N) (D 
bei denen die Parameter durch eine Relation 


verbunden sind. Die Mannigfaltigkeit V ist dann (m — 1)-dimensional und liegt auf 
der m-dimensionalen rationalen Mannigfaltigkeit U, die durch (I) allein gegeben wird. 
Die n + 1 Formen ©, gehören einer linearen Schar o0”+! an, die in der linearen Schar 
oo’ aller Formen r-ten Grades enthalten ist; ihre Koeffizienten a, sind also durch 
s=v—n— 1 lineare Relationen 1(&) = 0 ee) (I) 


verbunden. Den x und y können Bedingungen aufgelegt werden, welche ‚Besonder- 
heiten‘ der Mannigfaltigkeit V ausdrücken; die D sind aber stets im Rahmen der 
Bedingungen (II) frei wählbar. Bezeichnen N,, N,,, N, die Konstantenzahlen, die 
für die Funktionen $, y, x verfügbar sind, so wird das Gleichungssystem (I), (II), (III) 
durch N, + N,+ N„— s(n-+ 1) Konstanten bestimmt. Um daraus die Konstanten- 
zahl der Mannigfaltigkeit V zu erhalten, hat man noch zu subtrahieren: erstens die 
Zahlen der Freiheitsgrade R,, R, der möglichen Abänderungen der Formen 9, %, 
welche dieselbe Mannigfaltigkeit V in derselben Parameterdarstellung ergeben; zweitens 
die Zahl der Freiheitsgrade C, der möglichen linearen Abbildungen des Parameter- 
raumes auf sich, welche die den » und y aufgelegten Bedingungen invariant lassen. 


Mithinist „,=N,+N,+N,-sw +) -(R,+R)-6,. 
Im Fall einer rationalen Mannigfaltigkeit U (wo III wegfällt) reduziert sich die Formel 
au fer=(n +? (m+ 1? + N,—R,. 
Für den anderen Fall erhält man: 
r=lt- N, -R,=-l- vv vie: 
Zentralblatt für Mathematik, 2. 27 
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Viele Beispiele für die Anwendung dieser Beziehungen werden angegeben. In 82 
werden Relationen zwischen den Konstantenzahlen einer Mannigfaltigkeit und denen 
ihrer Projektionen gegeben. Neben anderen Anwendungen wird noch der folgende 
Satz bewiesen: Wenn U eine rationale Mannigfaltigkeit ist, die durch Gleichungen (T), 
(II) gegeben wird, und wenn die Hyperfläche @ (y) = 0 eine Punktmenge © gemein- 
sam hat, welche sich auf der Mannigfaltigkeit U in einer Punktmenge T abbildet, so ist 


fo = (n + 1? — (m + 1? — mo — vulr- 
van der Waerden (Leipzig). 

Geppert, Harald: Die Klassifikation der algebraischen Flächen. Jber. dtsch. Math.- 
Ver.igg 41, 18—39 (1931). 

Klassifikation der algebraischen Flächen vom Standpunkte der birationalen 
Transformationen aus. Die Klassifikation wird auf den Werten des 24-Geschlechtes P5, 
begründet: P,,— 0 gibt die mit Regelflächen äquivalenten Flächen; P,=1 führt 
zu den Flächen ohne eigentliche kanonische und mehrkanonische Kurven; für P, >1 
hat man Flächen mit eigentlichen mehrkanonischen Kurven, die sich, wenn das Kurven- 
geschlecht p® > 1 ist, auf eine projektive Normalform reduzieren lassen. Die Annahme 
von P,, an Stelle von P,, als Grundgeschlecht der Klassifikation gestattet die Flächen 
ohne eigentliche kanonische und mehrkanonische Kurven besser als in der früheren 
Klassifikation von Enriques zu charakterisieren. Zu 8.28 ist aber zu bemerken, 
daß die Zahlen r, = 2, r3,= 4, r, = 5 eine weitere Lösungsmöglichkeit der Gleichung 
al 
Se 2 3 
zu elliptischen Flächen, für die |20 K|=|L| ist und die mit den Flächen des Falles y) 
zusammenzustellen sind; es wäre auch die Fußnote 10) entsprechend zu modifizieren. 

E.G. Togliatti (Genova). 

Villa, Mario: Sulla multiplieitä d’intersezione della Jacobiana di r + 1 ipersuper- 
fieie dello spazio ad r dimensioni e di una retta in un loro punto comune. Rend. Ist. 
lombardo Sci., II.s. 64, 683—690 (1931). 

Es seien r + 1 allgemeine Hyperflächen F; des [r] gegeben, die in einem Punkt O 
gewisse Multiplizitäten besitzen. Eine Gerade g durch O berühre in O die F; in gewissen 
Ordnungen. Die Arbeit beschäftigt sich mit der Multiplizität von O als Schnitt von g 
mit der Jacobischen Hyperfläche der F,, über die einige Sätze bewiesen werden. 
Diese Sätze enthalten einen von Segre 1895 bewiesenen Satz über die Multiplizität 
des Schnittes der Hesseschen Hyperfläche einer Hyperfläche F mit einer Tangente 
von F nicht als Sonderfall, wie zu erwarten wäre und wie Segre seinerzeit auch ver- 
mutete, so daß die von Segre entdeckte Eigenschaft charakteristisch für die Hessesche 
Hyperfläche ist. A. Duschek (Wien). 

Vassiliou, Ph.: Über kollineare Kollineationen zwischen zwei n-dimensionalen 
Räumen. Delt. hellen. math. Hetair. 12, 16—19 (1931). 

Reproduktion bekannter elementarer Sätze über reguläre vertauschbare Matrizen. 

Oohn-Vossen (Köln). 

Pantazi, A.: Sur la d&formation le long de trajeetoires orthogonales. Bul. Soc. Sti. 
Cluj 6, 23—28 (1931). 5 

In einem n-dimensionalen Riemannschen Raum wird eine einparametrige Schar 
von Hyperflächen betrachtet. Die orthogonalen Trajektorien der Schar vermitteln 
eine Abbildung je zweier Hyperflächen aufeinander. Verf. beweist die folgenden Sätze: 
Die genannten Abbildungen sind 1. dann und nur dann längentreu, wenn die Hyper- 
flächen total geodätisch sind, 2. dann und nur dann konform, wenn die Hyperflächen 
„Hyperkugeln“ sind, 3. dann und nur dann flächentreu, wenn die Hyperflächen 
Minimalhyperflächen sind. Hierbei wird unter einer Hyperkugel eine Hyperfläche 
verstanden, deren Hauptkrümmungen einander gleich sind. Daß die Bedingungen 


— — 12 bilden; sie führen zu den Werten P,=1, Po = 2, Pa = 2, und also 
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hinreichend sind, ist (teilweise nur für speziellere Räume) durch Darboux, Ricci und 

Moisil bekannt. Verf, führt die Beweise sehr einfach mit Hilfe des von Cartan für 

die Riemannsche Geometrie entwickelten Formalismus der Pfaffschen Formen. 
W. Fenchel (Göttingen). 

Sauer, R., und H. Graf: Über Flächenverbiegung in Analogie zur Verkniekung 
offener Facettenflache. Math. Annalen 105, 499535 (1931). 

Es werden offene Polyederstücke betrachtet, deren topologische Struktur der 
Einteilung der Ebene in gleichseitige Dreiecke oder in Quadrate gleicht. Bei allgemeinen 
Abmessungen der Seitenflächen ist ein aus hinreichend vielen Flächen bestehendes 
Vierecksflach starr, während die Gestalt des allgemeinen Dreiecksflachs durch die 
Gestalt eines polygonalen Winkelzuges festgelegt ist, in Analogie zur Bestimmung 
der Lösung einer hyperbolischen partiellen Differentialgleichung durch Vorgabe der 
Werte auf zwei sich schneidenden Charakteristiken. Es werden nun auf ihre Verknick- 
barkeit hin besonders solche Facettenflache untersucht, die man gewissen, hinsichtlich 
ihrer Verbiegbarkeit besonders einfachen Flächengattungen einbeschreiben kann. 
Von den Dreh-, Schrauben- und Spiralflächen gelangt man zu Dreiecksflachen, deren 
Verkniekbarkeit genau den bekannten 00? Biegungsflächen jener Flächen entspricht. 
Entsprechend führen die Gesims- und Translationsflächen und die allgemeineren 
profil-affinen Flächen zu verknickbaren Vierecksflachen. Eine weitere besonders 
eigenartige Gattung verknickbarer Vierecksflache erhält man aus den Flächen mit 
konjugiertem geodätischem Netz (Voßsche Flächen). Natürlich kann man umgekehrt 
aus den (elementar nachweisbaren) Knickungseigenschaften der erwähnten Facetten- 
flache durch Grenzübergang Biegungseigenschaften der zugehörigen Flächenklassen 
ableiten. Während aber die Verbiegung bisher fast ausschließlich im kleinen, d.h. im 
Übergang von einer Fläche zu einer hinreichend benachbarten untersucht ist, werden 
in vorliegender Arbeit die Verknickungen bis zu den Grenzlagen hin untersucht, über 
die hinaus die Verknickung im Reellen nicht fortgesetzt werden kann; diese Grenzlagen 
sind dadurch ausgezeichnet, daß Teile des Polyeders in eine und dieselbe Ebene fallen. 

Cohn-Vossen (Köln). 

Lovett, E.-0.: Sur un probleme de M. Gambier dans la deformation des surfaces. 
C. r. Acad. Sci. Paris 193, 565—567 (1931). 

In einer Arbeit über die Voßschen Flächen hat Gambier (Acta math. 51) ein System 
partieller Differentialgleichungen zur Bestimmung dieser Flächen angegeben. Verf. 
stellt spezielle Integrale dieses Systems auf. Cohn-Vossen (Köln). 

Hadamard: Remarques sur la note pr&cedente. C, r. Acad. Sci. Paris 193, 567 
bis 568 (1931). 

Hinweis auf die Verschiedenheit der Normierung der zweiten differentialgeo- 
metrischen Fundamentalform. Während in den meisten französischen Darstellungen 
der von Gauß untersuchte Ausdruck Q = |r,, tu, d?r| zugrunde gelegt ist, wird in 


der neueren Literatur die Form 


Q bevorzugt, die intrinseke Bedeutung hat. 
VEG— Pr Cohn-Vossen (Köln). 
Mayrhofer, K.: Über Sechseckgewebe aus Geodätischen. Mh. f. Math. 38, 401 —404 
(1931). 
Es wird gezeigt, daß auf Flächen, die Sechseckgewebe aus Geodätischen enthalten, 
diese nur von Konstanten abhängen, und daß die Höchstzahl g gerade bei den Flächen 


konstanter Krümmung erreicht wird. — Ein Vektorfeld P* im zweidimensionalen 
Raum mit Maßtensor 9.5 hat geodätische Bahnkurven, wenn 
V„PP= og +9YaPP, (1) 


worin V „ kovariante Differentiation, @, ein kovarianter Vektor. Hat man drei Vektor- 
felder, P*, Q*, R“, normiert nach. 


P+Q@4Rr=1 yPQ=1, (2) 
27* 
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so bilden die Bahnkurven ein Sechseckgewebe, wenn 
7,1; R—RV, MO =0. (3) 


Bildet man die Integrierbarkeitsbedingungen von (1), (3), so kommt man schließlich 

zu einer Gleichung, die nur dann identisch erfüllt ist, wenn Ra = 9a K konstant ist. 

Daraus folgt die Behauptung. @. Bol (Princeton). 
Franklin, P., and C. L. E. Moore: Geodesies of Pfaffians. J. of Math. a. Phys. 10, 


157—190 (1931). 

Eine Pfaffsche Gleichung in 3 Veränderlichen x, y, 2 (kartesische Koordinaten im ge- 
wöhnlichen kaum): A(zyz)dx + B(xzyz)dy + O(xy2)dz = 0, (2,1) 
ordnet in bekannter Weise einem jeden Raumpunkt x, y,z eine Ebenenrichtung zu. Man 
kann sich nun die Aufgabe stellen, die kürzeste Verbindung zweier Punkte unter der Neben- 
bedingung (2,1) zu bestimmen. Im Falle einer „integrablen“ Pfaffschen Gleichung wird 
man auf die bekannte Aufgabe der Bestimmung der Linien kürzester Länge einer Fläche 
[Integralfläche von (2, 1)] zurückgeführt, welche in diesem und nur in diesem Falle mit den 
„selbstparallelen‘ Kurven der Fläche (im Sinne Levi-Civitas) zusammenfallen. Im Falle 
einer „nichtintegrablen‘ Pfaffschen Gleichung hat man die „selbstparallelen“ Kurven durch 
die Orthogonalität ihrer Hauptnormalen zu den von der Pfaffschen Gleichung örtlich vor- 
geschriebenen Ebenen zu definieren. Man erhält auf diese Weise eine einparametrige Schar 
selbstparalleler Kurven in jedem Punkte des Raumes. Die Verff. gewinnen zunächst die 
Kurven kürzester Länge des Problems als Extremalen des Variationsproblems: 


8/=0; J=/Wety?+ Fit Le)(Ae+By+0Oz)lar, (2, 31) 


unter Verwendung des Lagrangeschen Multiplikators L (t), besprechen das Anfangswertpro- 
blem der Extremalendifferentialgleichungen und untersuchen den funktionentheoretischen 
Charakter der Lösungen für den Spezialfall, daß die Koeffizienten der Pfaffschen Gleichung 
lineare Funktionen sind (quadrierbare und elliptische Fälle). Weitere Resultate liefert die 
Annahme der Invarianz der Pfaffschen Gleichung gegenüber Transformationen einer ein- 
parametrigen Gruppe starrer Bewegungen des Raumes. Ein zweiter (allgemeiner) Ansatz 
benutzt das ‚„‚Bogenelement‘‘: 
d2=dı?+dy +d?+2UVdt, (5, 1) 

mit: U=Ar7+By+C7’; V=Re+Sy+Tzr’. (R,$8, T beliebig) 
Für die Beziehungen zwischen selbstparallelen Kurven und Kurven kürzester Länge gelten 
die Theoreme: I. Wenn eine Kurve kürzester Länge und eine selbstparallele Kurve in einem 
Punkt mit nichtverschwindender (gemeinsamer) Krümmung eine Berührung zweiter Ord- 
nung haben, so ist die Pfaffsche Gleichung in diesem Punkt integrabel. II. Wenn eine Reihe 
von Kurven gleichzeitig von kürzester Länge wie auch selbstparallel sind und wenn durch 
jeden Punkt des Raumes mindestens eine dieser Kurven (mit nichtverschwindender Krüm- 
mung) hindurchgeht, so ist die Pfaffsche Gleichung vollständig integrabel. Schreibt man 
innerhalb der (örtlichen) Richtungsebene der Pfaffschen Gleichung noch eine Fortschrei- 
tungsrichtung vor, so gibt es an dieser Stelle im allgemeinen noch einfach unendlich viele 
Kurven kürzester Länge dieser Richtung (Theorem III). Die Komponente ihrer Normal- 
krümmung in der Richtungsebene senkrecht zur Tangente hat feste Richtung und ist pro- 
portional zum Multiplikator ZL (Theorem IV). Die weitere Untersuchung ist Zusammen- 
hängen mit der Theorie der Bahnkurven dynamischer (nichtholonomer) Systeme, ferner 
Verallgemeinerungen auf Systeme Pfaffscher Gleichungen „eingebettet“ in einem n-dimen- 
sionalen Raum mit allgemein Riemannscher Metrik gewidmet. ‚  M. Pinl (Berlin). 

Nakajima, Soji: Differentialgeometrie der Kreisscharen, X, XI, XIH. Töhoku 
math. J. 34, 187—205 (1931). 

L’auteur poursuit l’etude des images designees dans le titre [Töhoku math. J. 31, 
24; 32, 152, 193; 33, 234]; il donne une foule de petits theor&mes qui se rattachent & 
la th&orie et qui semmblent ne pas &tre &troitement lies entre eux. Dans le chapitre X 
il examine, par exemple, la representation connue des spheres de l’espace euclidien 
R; par les points de l’espace R,. En appliquant le theoreme de M. Segre sur le syst&me 
de quatre plans dans R, il en deduit: une famille de ool spheres qui interceptent quatre 
congruences lin&aires de spheres, en coupent aussi une cinquieme. Il ötudieparune methode 
semblable les faisceaux de cercles dans le plan et construit les formes fondamentales 
d’une famille de cercles a deux parametres dans l’espace conforme en introduisant les 
focales de la congruence. Dans le chapitre suivant il examine parmi les autres questions 
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la relation entre une sphere et son inverse de M. Thomsen par rapport & une autre 

sphere, les points-bases de quatre faisceaux de cercles dans le plan, les deux cercles 

dans R, dont toutes les spheres qui passent par l’un cercle coupent l’autre sous un angle 

constant etc. en appuyant toujours sur les formules de la thöorie generale des familles 

de cercles d&duite dans les articles precedents. Citons encore le thöoreme du dernier 

chapitre. Si @ est l’angle d’un cercle fixe avec la sphere qui passe par un autre cercle 

fixe, le nombre de maxima et de minima du cos@ est &galä4. (IX. vgl. dies. Zbl. 1, 32.) 

S. Finikoff (Moscou). 
Ruse, H. S.: Normal eovariant derivatives. Proc. Lond. math. Soc., II.s. 33, 
66—76 (1931). 
Aus der bekannten Formel 

N Oak (Oyb öyr are deya 

a) 7 Oya En *Te,(y) + Se) 

für die Transformation der Konnexionskoeffizienten folgt: Ist 

2 mi 2 7,7% ee 4 

23%) le og: „nsohauchi 13.) Lu (y),— 0. (1) 

Es sei nun (y) ein System von Riemann-Veblenschen Normalkoordinaten, welches in 

einem genügend kleinen Bereich (P) einer metrischen V,, mittels der bekannten Reihen- 

entwicklung um den Punkt P durch das allgemeine System (x) gegeben ist. Dann 

bestimmen (1) eine krümmungslose Konnexion ohne Torsion in dem Bereiche (P). 

Insbesondere lassen sich also die Gleichungen der Parallelverschiebung in dieser Kon- 
nexion integrieren. Das Resultat ist in dem allgemeinen System (x) 

On 

at 

Die Autoparallelen dieser Konnexion, welche durch P gehen, stimmen mit den geodä- 

tischen der V, überein. Diese Konnexion ist nicht mit V,„ equimetrisch, da für den 


@)—Iconstr 


metrischen Tensor *g; „(y) von V,„ allgemein eh *g,. +0. Zum Schluß werden „homo- 


gene“ (in bezug auf den Punkt P) Affinoren behandelt, welche folgendermaßen de- 
finiert sind ö 

le ra) a a (m = const) 
und eine direkte Verallgemeinerung des bekannten Eulerschen Satzes gestatten. Die 
letzte Formel läßt sich natürlich auch im Koordinatensystem (x) schreiben, wenn man 


statt m die kovariante Ableitung (in bezug auf I" 7u(8)) benützt und 4° mittels der 


Gleichung (3) des Referates dies. Zbl. 1, 169 berechnet. Wie aus diesen Erwägungen 
hervorgeht, und wie auch der Autor richtig bemerkt, zeichnet die durch (1) definierte 
Konnexion den Punkt von V,„ aus. Somit ist jedem Punkte eine solche Kon- 
nexion adjungiert. Hlavatıj (Prag). 

Pastori, Maria: Le identitä di Veblen nel caleolo assoluto generalizzato del Vitali. 
Boll. Un. mat. ital. 10, 202—205 (1931). 

Mittels algebraischer Operationen wird gezeigt, daß die bekannte Bianchische 
Identität mit der von Veblen [Proc. nat. Acad. Sci. U. 8. A. 8, 192—197 (1922)] ab- 


geleiteten (ph, gr), + (rh, ps), + (sh, rg) + (gh, sp), = 0 
äquivalent ist. — Setzt man in dem verallgemeinerten absoluten Differentialkalkül 
des Hilbertschen Raumes nach Vitali (‚‚Geometria nello spazio Hilbertiano“, Bologna: 
Zanichelli 1929) (aß, gr) = [taalardt — [harlaadt; 

I g 


so gilt analog 
(Xp, ß; er) + (er, B; m + (Prater. 
Dabei steht &’ für » — 1 Indizes, ß für » Indizes und p, q, r, s sind Indizes der Klasse 1. 
Hlavatı) (Prag). 


414 


Serini, Rocco: Deduzione intrinseea del parallelismo del Levi-Civita. Rend. Ist. 
lombardo Sci., II.s. 64, 691—694 (1931). | 

P, P, are neighbouring points of a riemannian space of n dimensions and 4, 
A + di® are the versors (unit vectors) tangent at P, P, respectively to the geodesic 
arc PP,. A versor w+dw at P, is defined to be parallel to the versor u’ at P if the 
angles (W + dw‘, A+ dA‘) and (u, A‘) are equal, and if u“ + dw‘ lies on the geodesic 
surface determined by w® and A. An introduction of parametrie coordinates leads to a 
simple derivation of the well-known formula for Levi-Civita parallelism. The dis- 


cussion is preceded by a separate consideration of the case n — 2. H. 8. Ruse. 
Mukhopadhyaya, $.: Lower segments of M-eurves. J. indian math. Soc. 19, 75—80 
(1931). 


Verf. betrachtet in der euklidischen Ebene sog. „M-Kurven“, das sind ein-ein- 
deutige, stetige, stetigdifferenzierbare Bilder des Kreises (bzw. der [offenen] Geraden), 
deren jedes Rand eines beschränkten (bzw. nicht-beschränkten) konvexen Gebietes 
ist. Ein beschränkter Teilbogen 7 einer M-Kurve heiße „Unter-Segment“, wenn 
die Tangenten in seinen beiden Endpunkten Z,, E, sich auf derjenigen Seite der Ver- 
bindungsgeraden von Z,, E, schneiden, auf welcher 7 selber liegt, oder wenn sie parallel 
sind (was nur im Falle einer beschränkten M-Kurve möglich ist). Das Komplement 
eines Unter-Segmentes der M-Kurve heißt ein „Ober-Segment“. Je nach den wei- 
teren Voraussetzungen, die man über die betrachteten M-Kurven macht, ergeben sich 
verschiedene Sätze: I. Man mache die Voraussetzung, daß die Radien aller „M- 
Kreise“, d.h. aller Kreise durch drei verschiedene Punkte der M-Kurve, endlich sind 


und eine positive untere Grenze d besitzen, während die obere Grenze Dendlich 


sei (bzw. nicht-endlich), je nachdem die M-Kurve beschränkt (bzw. nicht-beschränkt) 
ist. Dann gilt folgender Satz: Es sei E, E, eine Sehne der M-Kurve von der Länge 


d-sin®, mit O<O=< er das durch E,,E, bestimmte Ober- bzw. Untersegment 
sei S, bzw. 8,. Dann ist XE,PE, kleiner (genauer: nicht größer) als © bzw. größer 
(genauer: nicht kleiner) als a — ©, wenn P auf S, bzw. S„liegt. Kleiner (genauer: nicht 
größer) als © sind auch die Winkel, welche Z, E, mit derjenigen Halbtangente in EZ, 
(oder E,) bildet, die auf der gleichen Seite von E, E, liegt wie S,.— Man erhält aus dem 
Vorstehenden einen ebenfalls richtigen Satz, wenn man d durch D ersetzt und im 
übrigen überall „‚größer‘ mit „kleiner“ vertauscht. II. Bezeichnet man als „M-Kegel- 
schnitt‘ eine durch fünf Punkte (— die zu höchstens je zweien koinzidieren —) von M 
bestimmte Kurve zweiter Ordnung und setzt man voraus, daß die Längen der zur Haupt- 
achse senkrechten Fokalsehnen der M-Kegelschnitte eine positive untere Grenze / 
besitzen (I<d), so gilt: Liegen die 5 Punkte P,,..., P, in „stetiger“ Anordnung auf 
der M-Kurve, definiert ferner P,P,,, w=]1,..., 4) je ein Untersegment, und ist die 
Länge jeder der Sehnen P, P,;, nicht größer als I, so liegen P,,..., P, auch auf dem 
zugehörigen M-Kegelschnitt in stetiger Anordnung. (,‚Stetige Anordnung“ heißt: 
Je zwei aufeinanderfolgende der P, sind Endpunkte eines beschränkten Teilbogens 
der betrachteten Kurve, welcher im Innern keine P, enthält.) Haupt (Erlangen). 


Mechanik. 


Sehuntner, Erwin: Über die Äquivalenz und Klassifikation dynamischer Probleme. 
Ann. Mat. pura ed appl., IV.s. 9, 307—321 (1931). 

Nach einer historischen Einleitung ($1) definiert der Verf. zwei konservative 
dynamische Systeme mit den kanonischen Variablen g;, 9; %, % @=1,2,...,n)und 
den Hamiltonschen und Lagrangeschen Funktionen H, L; H’, L’ als äquivalent, wenn 
es eine Berührungstransformation gibt, durch welche die 3n Beziehungen 


RO, N oH .6L 
Ka’ er, na 
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in die entsprechenden 3n Gleichungen des gestrichenen dynamischen Systems über- 
geführt werden ($2). Da hierfür die Existenz von n Funktionen 9, = 9 (9; - - -, In) 


mit N de 
/ (2 k . 

% Pi; Pi >3; 09; (=:1124....,:R) 
offenbar notwendig ist, so liefert die in $3 ausführlich auseinandergesetzte Grundtat- 
sache der Lieschen Theorie, wonach durch ein dynamisches System genau eine Trans- 
formationsgruppe bestimmt wird, eine prinzipielle, freilich nicht auch durchführbare 
„Vorschrift“ zu einer Art Aufzählung der wesentlich verschiedenen, d.h. nicht äqui- 
valenten Typen von dynamischen Systemen. Wintner (Baltimore). 

Wegner, Udo: Zum Vielkörperproblem. Math. Annalen 105, 632—636 (1931). 

N. Delaunay (Verh.d.3. intern. Math.-Kongr., 1905, 398ff.) hat gezeigt, daß 
die drei die Massenpunkte des eigentlichen Dreikörperproblems angreifenden, an diese 
gebunden gedachten Beschleunigungsvektoren in jedem festen Zeitpunkt nicht nur in 
einer Ebene liegen, sondern daß die durch diese gebundenen Beschleunigungsvektoren 
bestimmten (evtl. zusammenfallenden) Geraden in jedem festen Zeitpunkt auch einen 
gemeinsamen Punkt haben müssen, während Entsprechendes für das n-Körperproblem 
(n > 3) offenbar nicht behauptet werden kann. — Der Verf. beweist den Delaunayschen 
Satz (n= 3) von neuem und leitet für n = 4 die notwendigen und hinreichenden 
Gültigkeitsbedingungen her. Wininer (Baltimore). 

Krall, 6.: Trasformazioni adiabatiche nei sistemi vibranti nell’intorno di configu- 
razioni stabili di equilibrio. Atti Accad. naz. Lincei, VI. s. 13, 924—928 (1931). 

Die Levi-Civitasche Theorie der adiabatischen Invarianten wird zunächst unter 
Zugrundelegung der Hamilton-Jacobischen Differentialgleichung an Hand der Schwin- 
gungen eines linearen Oszillators von beliebig hohem, aber endlichem Freiheitsgrad 
illustriert und sodann auf einen Grenzfall dieses Modells, nämlich auf die schwingende 
Saite angewandt, wobei sich eine Invariante für adiabatische Änderungen der Span- 
nung ergibt. Wintner (Baltimore). 

Odone, Filippo: Sopra un problema di meccanica studiato da Bertrand. Atti Accad. 
Sci. Torino, Cl. Sci. fis. ecc. 66, 170—183 (1931). 

Si applicano i metodi vettoriali omografici di Burali-Forti e Marcolongo 
alla rielaborazione di un problema proposto e risoluto da J. Bertrand, cioe& della 
ricerca dei problemi di meccanica del punto materiale che ammetono un integrale 
primo lineare oppure quadratico (e diverso da quello dell’energia) nelle componenti 
della velocitä, e nella ipotesi che la forza sia funzione del solo punto mobile ed il moto 
avvenga in un piano. La trattazione dell’A. riesce veramente semplice, rapida ed ele- 
gante. Particolarmente notevole ed interessante (nel caso di un integrale quadratico) 
la ricerca della forza supposta ‘derivabile da un potenziale, iniziata da Bertrand 
e compiuta (a meno di un caso particolare) daDarboux. L’A. stabilisce assai semplice- 
mente l’equazione lineare alle derivate parziali del secondo ordine cui soddisfa il poten- 
ziale e la discute in modo completo. R. Marcolongo (Napoli). 

Störmer, Carl: Ein Fundamentalproblem der Bewegung einer elektrisch geladenen 
Korpuskel im kosmischen Raume. Tl. 2. Z. Astrophys. 3, 227—252 (1931). 

Um für die in der ersten Mitteilung (vgl. dies. Zbl. 2,58) betrachteten Differential- 
gleichungen, die die Bewegung eines Aufpunktes in dem vereinigten Felde eines Coulomb- 
schen Kraftzentrums und eines Elementardipols unter Zugrundelegung der speziellen 
Relativitätstheorie bestimmen, ins räumliche Unendliche verlaufende Lösungen zu 
finden, wird jetzt in die Bewegungsgleichungen an Stelle der Zeit die reziproke Bogen- 
länge o = 1/s der gesuchten Lösungskurve als unabhängige Variable eingeführt. Die 
sich so ergebenden Differentialgleichungen sind für o— 0 (d.h. im räumlichen Un- 
endlichen) singulär, sie können aber, sofern die Geschwindigkeit des Aufpunktes mit 
unbegrenzt wachsender Zeit nicht gegen Null konvergiert (d.h. sofern nicht der para- 
bolische Fall vorliegt), durch einen bekannten Kunstgriff regularisiert werden, indem 
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man an Stelle der drei kartesischen Koordinaten x; die neuen unabhängigen Veränder- 
lichen u; = x;/s einführt. Es ergeben sich daher, unter P;(£) eine in der Umgebung 
von &=0 reguläre, für ©=0 verschwindende Potenzreihe verstanden, Lösungen 
von der Form = &%; + 0ß;+ oP;(o), d.h. 
= a0 ++ Plz); Pl)>0,s>40; i=1,28, 

die sowohl für s—= + als auch für s = — oo die Asymptote ©; = &;s + P; haben. — 
Diese sehr ausführlich behandelten Lösungen entsprechen einfach den Hyperbel- 
bahnen des Zweikörperproblems, in welches das zugrunde gelegte Modell im 
räumlichen Unendlichen übergeht. Mit Rücksicht auf das erwähnte Verhalten der 


Asymptoten leuchtet es daher ein, daß die zu s=+oo und zu s= — oo gehörigen 
Äste nur bei s= mw (s=0), nicht aber auch bei s—= 0 analytische Fortsetzungen 
voneinander sind. Wintner (Baltimore). 


Föraud, Lucien: Sur la p6riodieit& eonditionnelle au voisinage d’un point d’&quilibre 
stable. C. r. Acad. Sci. Paris 193, 455—457 (1931). 

Die Note enthält eine naheliegende Deutung von früheren Angaben des Verf. 
[©. r. Acad. Sci. Paris 192, 1699 (1931); vgl. dies. Zbl. 1, 57] in einem Phasenraum, 
der an Hand einer von Birkhoff [Amer. J. Math. 49, 31 (1927)] gefundenen reduzierten 
Normalform der Differentialgleichungen ausführlich illustriert wird. Hingegen wird 
für die früheren Existenzangaben des Verf., die jetzt durch Aussagen über die Ver- 
teilung der vom Verf. behaupteten periodischen Lösungen und ihrer Perioden ergänzt 
werden, auch diesmal kein Beweis angedeutet. Wintner (Baltimore). 

Feraud, Lucien: Proprietes eonsöquentes & la nature arithmetique des exposants 
caracteristiques. C. r. Acad. Sci. Paris 195, 516—518 (1931). 

Die Note schließt sich an verschiedene, in letzter Zeit in den Comptes Rendus er- 
schienene Aufsätze des Verf. an, über die hier mehrmals berichtet worden ist, und 
enthält ebenfalls keine Beweise. Wintner (Baltimore). 

Levi-Civita, T.: A proposito delle note dei sig.’! Hatzidakis e Sakellariou sui moti 
eentrali. Atti Accad. naz. Lincei, VI.s. 13, 715—718 (1931). 

E una lucida esposizione della controversia cui ha dato luogo il lavoro del sig. 
Sakellariou e nel cui merito I’A. si astiene dall’intervenire. Con elementari considera- 
zioni della teoria delle forze centrali, si stabilisce l’equazione alle derivate parziali del sig. 
Sakellariou, ben precisando le condizioni in cui essa puö essere riguardata come tale. 

R. Marcolongo (Napoli). 

Hatzidakis, N.: Quelques observations sur le travail de M. Sakellariou: „Sur une 
elasse de mouvements centraux.‘“ Atti Accad. naz. Lincei, VI.s. 13, 744 (1931). 

In un lavoro comparso in greco nel giornale Oöpavıa e poscia nei Rend. dei Lincei, 
il sig. Sakellariou ha considerato il caso di moto prodotto da una forza la cui linea 
d’azione passa per un punto fisso (centro) ed ha posto la questione se la componente 
radiale della forza (che nel caso in cui la traiettoria & una conica con un fuoco nel centro 
& inversamente proporzionale al quadrato della distanza r del punto dal centro) puö 
dipendere da r e da v (velocitä), pur restando sempre inversamente proporzionale 
ad r?, lungo un’ orbita. Il prof. Hatzidakis fa nuovamente alcune osservazioni al 
lavoro del sig. Sakellariou e che sperificamente riguardano la formazione e la inte- 
grazione di un’equazione alle derivate parziali del primo ordine cui soddisfa la detta 
componente radiale, al cui integrale singolare, secondo il prof. H. devrebbero corrispon- 
dere altre traiettorie diverse da quelle considerate del sig. Sakellariou. Marcolongo. 

Cetajev, N.: Über die von den Ellipsoiden abgeleiteten Gleichgewichtsfiguren. 
Izv. fiz.-mat. Obse. kazan. Univ., III.s. 4, 1—36 (1931). 

Das Hauptresultat der Arbeit besteht in dem Nachweis von gewissen, an jedes 
Verzweigungsellipsoid angrenzenden Gleichgewichtsfiguren. Der Existenzbeweis für 
diese Figuren wird durch nicht leicht überblickbare Betrachtungen ($3) bzw. durch 
sich Lamescher Funktionen bedienende ausgedehnte Rechnungsansätze erbracht, die 
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der Ref. nicht kontrollieren konnte. — Die Existenz der von dem Verf. gefundenen 
Gleichgewichtsfiguren steht, soweit der Ref. sehen kann, mit gut fundierten Ergeb- 
nissen sowohl von Liapounoff als auch von Lichtenstein mannigfach im Wider- 
spruch. — Die letzten Paragraphen beschäftigen sich mit Stabilitätsbetrachtungen. 
Wintner (Baltimore). 

Malkin, Joel: Das Existenzproblem von Liapunoffschen Funktionen. Izv. fiz.-mat. 
Obse. kazan. Univ., III. s. 4, 51—62 (1931). 

Es seien F,=F;(a,,%,::..;&%), i=1,2,..., n in einem hinreichend kleinen 
Kugelgebiet 2 um den Ursprung Q des Raumes der reellen Veränderlichen 2 EN 
erklärte reguläre und reellwertige Funktionen, die in den Punkten der Teilmenge 
von 2, die den Punkt 2 (und evtl. nur diesen) enthalten soll, bei jedem i verschwinden. 
Es sei ferner A(ö) die Menge derjenigen Punkte von X — T, in welchen alle |F,|<ö 
sind. Man setze VV=F,0V/öox, + --- + F„OV/dx,, wobei V eine in Q ver- 
schwindende Funktion bedeutet. Ist Y in & regulär, in &—Q positiv und VV in 
& — Q entweder negativ oder identisch gleich Null, so heißt 7 eine Liapounoffsche 
Funktion für die F,. Wird hingegen nur verlangt, daß V in A(6) regulär und positiv 
und VV daselbst nirgends positiv ist, so nennt der Verf. V eine verallgemeinerte 
Liapounoffsche Funktion der F, (dabei darf ö > 0 beliebig klein sein). — Die Punkte 
von T sind die in der Kugel & liegenden Gleichgewichtslagen des Differentialsystems 
dx;/dt= F,;. Für die Dirichletsche Stabilität der Gleichgewichtslage 2, wobei das 
Gebiet ty < t << +00 zugelassen wird, ist nach Liapounoff [s. z. B. Ann. de Toulouse 
(2), 9, (1907)] die Existenz einer Liapounoffschen Funktion (im engeren Sinne) jedenfalls 
hinreichend, aber, wie das von Cetajev angegebene Beispiel F,=H(& — %), 
F,= 23(2, + %); n = 2 zeigt, nicht auch notwendig. Der Verf. findet nun, daß bereits 
die Existenz einer verallgemeinerten Liapounoffschen Funktion hinreicht, und daß 
diese bei jedem n hinreichende Bedingung der Dirichletschen Stabilität in dem der 
Poincare-Bendixonschen Theorie zugänglichen Falle n = 2 auch eine notwendige Be- 
dingung ist. Auf Grund derselben Theorie, deren von Perron gegebene Weiterführung 
dem Verf. entgangen ist, wird endlich eine topologische Bedingung für die Existenz 
. einer Liapounoffschen Funktion (im engeren Sinne) angegeben. Wintner. 

Orlov, Michajl: Sur les &quations d’öquilibre des quelques figures d’un liquide 
homogene. Zap. fiz.-mat. Vidd. vse-ukrain. Akad. Nauk Kyivi 5, 61-64 (1931) 
[ Ukrainisch]. 

Dans cette note l’auteur deduit au moyen d’une methode simplifiee les equations 
d’equilibre pour les cylindres elliptiques indefinis, ellipsoides de Mac-Laurin et 
ellipsoides de Jacobi d’un liquide homogene. Autoreferat. 

Orlov, Miechajl: La d&pendance existant entre le deplacement normal et la fonetion 
de Liapounov. Zap. fiz.-mat. Vidd. vse-ukrain. Akad. Nauk Kyivi 5, 65—68 (1931) 
[Ukrainisch]. 

Dans cette note l’auteur d&montre la formule, qui sert de liaison entre la fonction 
inconnue de A. Liapounov dans le problöme des figures ellipsoidales et eylindriques 
d’equilibre d’un liquide homogene et le deplacement normal. Autoreferat. 

Rein, A. 0.: Die Bewegung des Pendels bei Bewegungswiderständen. Töhoku math. 
J. 34, 206—213 (1931). 

Die Schwingungsgleichungen des Pendels bei Reibung proportional der Geschwin- 
digkeit und proportional dem Quadrat der Geschwindigkeit sind in übersichtlicher Weise 
in dieser Arbeit zusammengestellt. Auch die gekoppelten Schwingungen zweier Pendel 
sind dabei kurz behandelt. M. Schuler (Göttingen). 

Kostäl, Rostislav: Les vibrations des systömes coupl&s. Spisy prirod. Fak. Masaryk 
Univ. Brno Nr 140, 1-31 u. franz. Zusammenfassung 32—34 (1931) [Tschechisch]. 

Hagihara, Yusuke: On the motion of a partiele near the bottom of a smooth ellipsoid 


under gravity. (Astron. Observat., Azabu, Tokyo.) Proc. phys.-math. Soc. Jap., III. s. 
13, 39-54 (1931). 
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Kourensky: Sur l’öquation fondamentale de la balistique extörieure. C. r. Acad. 
Sci. Paris 193, 571—572 (1931). 

Der Verf. gibt einen Weg an zur Integration der Bewegungsgleichung für den 
Schwerpunkt eines Geschosses. Dabei wird der Luftwiderstand in der Form /() 
— + 4,0 + a, v? angesetzt (v— Geschoßgeschwindigkeit). Sommer (München). 

Epstein, Paul $.: On the air resistance of projeetiles. (California Inst. of Technol., 
Pasadena.) Proc. nat. Acad. Sci. U.8.A. 17, 532—547 (1931). 

Ziel der Arbeit ist die Berechnung des Widerstandes, den ein zweidimensionaler 
Körper bei Bewegung mit Überschallgeschwindigkeit erfährt. Es wird im Besonderen 
ein symmetrischer polygonaler Körper betrachtet, wobei die Symmetrieachse parallel 
zur Bewegungsrichtung ist. Die Lösung des Strömungsproblems ist aufgebaut auf den 
bekannten Beziehungen und Formeln, welche von Riemann, von Prandtl und von 
Th. Meyer erhalten sind und bietet prinzipiell nichts Neues; auch die in Abschnitt 4 
abgeleitete Beziehung zwischen Druck und Dichte in einer Stoßwelle, wo die gewöhn- 
liche adiabatische Formel ihre Gültigkeit verliert, findet man ebenso in den neueren 
Darstellungen von Ackeret und von Busemann, wie z.B.im Kapitel Gasströ- 
mungen im Handbuch der Experimentalphysik, wo überdies eine graphische Behand- 
lung derartiger Strömungsvorgänge gegeben ist. Die Berechnungen Epsteins unter- 
scheiden sich aber durch ihre Übersichtlichkeit und werden deshalb manchem sehr 
willkommen sein. Dabei werden für den Widerstand eines symmetrischen Körpers der 
angegebenen Art eine Anzahl numerischer Ergebnisse mitgeteilt und diskutiert, wo- 
durch die Abhängigkeit von der Geschwindigkeit und von der Größe des vorderen 
Körperwinkels beleuchtet wird. Die Berechnungen gelten nur, falls die Geschwindig- 
keit des Körpers oberhalb einer gewissen Grenze liegt, deren Höhe ebenfalls von diesem 
Winkel abhängig ist. In dem Gebiete zwischen dieser unteren Grenze und der eigent- 
lichen Schallgeschwindigkeit hat man eine andere Lösung, wobei die Stoßwelle nicht 
von der vorderen Spitze des Körpers ausgeht, sondern dieser etwas vorauseilt. Auch 
dieses Resultat ist bekannt, wie auch die im Schlußparagraph besprochene Abhängig- 
keit des Widerstandskoeffizienten vom Quadrat des Sinus des Winkels bei unendlich 
hohen Geschwindigkeiten. In Zusammenhang damit, daß die Temperaturerhöhung in 
der Stoßwelle bei sehr hohen Geschwindigkeiten (wie sie bei Meteoriten vorkommen) 
enorme Werte erreicht, werden schließlich die Fragen der Energieverluste durch Leitung 
und Strahlung und ihr Einfluß auf die Größe des Druckes besprochen. 

Es dürfte bemerkt werden, daß anscheinend einige Versehen in der Bezeichnung der 
Winkel £,, f, in Fig. 3 vorliegen, die der Leser aber leicht korrigieren kann. Auch könnte 
vielleicht am Anfang die Betrachtung über den Machschen Winkel den Eindruck erwecken, 
daß schon die Formel (1) die Richtung der Linie AD in Fig. 1 bestimmt; wie man aus der 
weiteren Rechnung sieht, ist dies nicht der Fall: der Machsche Winkel gilt nur für unendlich 
kleine Störungen (kontinuierliche Veränderungen), nicht aber für die Stoßwelle. 

J. M. Burgers (Delft). 

Galanti, 6.: Algoritmi di caleolo motoriale. Atti Accad. naz. Lincei, VI. s. 13, 
861—866 (1931). 

Der Verf. faßt im Anschluß an einen auf dem Bolognaer Kongreß gehaltenen Vor- 
trag von G. Giorgi jeden Motor als eine Matrix 

0 —R Oel 

oi R 0.—-P &eM 

—Q 2 VE 7 

0 N) 0:0 

mit den Eigenwerten 0, 0, ®, — w auf, wobei = P2+Q2 + R? gesetzt ist, P,Q, R 
die Rotationsgeschwindigkeit, Z, M, N die Translationsgeschwindigkeit bestimmen und 
e eine Konstante bezeichnet, deren Quadrat gleich Null zu setzen ist. Während die eigent- 
liche Aufgabe der Motorrechnung bekanntlich in der gleichzeitigen Betrachtung zweier 
verschiedener Motoren besteht, die keinesfalls vertauschbar sein müssen [vgl.R.von 
Mises, Z. angew. Math. u. Mech. 4, 155—181 (1924)], begnügt sich der Verf. mit der 


419 


Ausrechnung und Deutung der Iterationen eines und desselben Motors. Die Resultate 
sind die folgenden. Definiert man die Potenzen eines Motors im Sinne der Matrizen- 
a. so gelten für n>1 die Identitäten 


m —(—1 Ye 2n-2 ®2, o?n-1 ne ed DB, 


so daß 2 
a + er De 4 ann 3 
n=0 
wird, was firP=@=R=0 in exp®—= E+ © übergeht, wobei Z die Einheits- 
matrix bedeutet; dabei ist zwar ®®, nicht aber auch ®2 für jedes ® ein Motor. — So 


ist aber der Sinn des zugrunde gelegten Matrizenansatzes zum mindesten fraglich. 
Wintner (Baltimore). 

@ Eisen, Axel: Die Methode der primären Momente zur Berechnung ebener, statisch 
unbestimmter Systeme. Eine analytische Festpunktmethode. Kopenhagen: G.E.C. Gad 
1931. 142 S. 

Die in der vorliegenden Schrift entwickelte Methode zur Berechnung ebener, 
statisch unbestimmter Konstruktionen weist viele Berührungspunkte mit der von 
Gehler zur Berechnung von Rahmen verwandten Methode, der Ostenfeldschen De- 
formationsmethöde und der Suterschen Festpunktmethode auf. Bei unbeweglicher 
Knotenpunktsfigur und einfach zusammenhängenden (azyklischen) Systemen ist zu- 
nächst zu ermitteln, welche Biegemomente die Belastung eines Stabes an den Enden 
dieses Stabes erzeugt. Hierzu wird der Stab als elastisch eingespannt aufgefaßt und 
seine Einspannungszahlen bestimmt. Die aus der Belastung des Stabes und seinen 
Einspannungszahlen zu berechnenden Biegemomente an den Stabenden werden als 
primäre Momente bezeichnet. Weiterhin ist zu untersuchen, wie sich die primären 
Momente auf diejenigen Stäbe verteilen, welche von den Endknotenpunkten des be- 
trachteten Stabes ausgehen. Diese Verteilung der Biegemomente über das System wird 
Momentenableitung genannt. Bei mehrfach zusammenhängenden (zyklischen) Syste- 

men kann der Ausgangsknotenpunkt im Verlauf der Momentenableitung immer wieder 
erreicht werden, doch wird bei brauchbaren Systemen die so entstehende Reihe kon- 
vergieren. Ist die Knotenpunktfigur des zu untersuchenden Systemes beweglich, so 
wird sie zunächst durch Einführen von Hilfsstäben unbeweglich gemacht. Der Einfluß 
von Verlängerungen dieser Hilfsstäbe ist zu bestimmen und die Bedingungen für die 
Spannungsfreiheit der Hilfsstäbe sind anzusetzen. Prager (Göttingen). 


Hydromechanik: 

Reiner, M.: Die Hydrodynamik disperser Systeme (Rheologie). Naturwiss. 1931 II, 
878—880. 

Der Verf. gibt einen Überblick über die Einordnung von Untersuchungen der 
Mechanik der Kontinua. Neuere Forschungen, vor allem in der Kolloidchemie, haben 
ergeben, daß man mit der bisherigen Einteilung der deformierbaren Körper in voll- 
kommen elastische (r = @y), plastische (r = # = konst.), ideale Flüssigkeit (7 = 0) 
und zähe Flüssigkeit (r=n 2) nicht mehr auskommt. [7 = Tangentialspannung, 
y = Schiebung, @ = Schubmodul, n = Zähigkeitskoeffizient.] Auch der weiter- 
gehende Binghamsche Ansatz = 9 + n vermag die in neuerer Zeit gefundenen 

„, Viskositätsanomalien“ nicht he zu erklären. Der Verf. macht deshalb die An- 
nahme, daß die durch „= 7 7, definierte Größe für wirkliche Flüssigkeiten variabel 


sein kann und schreibt für sie 


— fr) = flo) + Flo). r + 19 


Tan 
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Die Wissenschaft der Mechanik derjenigen Stoffe, deren Verhalten durch diesen Ansatz 
wiedergegeben wird, heißt Rheologie. Diese Stoffe sind nach einem in der Arbeit an- 
gegebenen Schema zwischen dem vollkommen elastischen Körper und der klassischen 
zähen Flüssigkeit einzuordnen. H. Schlichting (Göttingen). 

Giambalvo, Vito: Sulla veloeitä di soluzione o di sublimazione di un solido che ruota 
in un fluido. (Istit. di Fis. Tecnica, Scuola d’Ingegneria, Palermo.) Nuovo Cimento, 
N.s. 8, 246-257 (1931). 

Si eseguono alcune esperienze in cui un solido, ruotando in una soluzione piü o 
meno concentrata o in aria, si consuma per dissoluzione o per sublimazione. Si met- 
tono in vista alcune interessanti modalitä del fenomeno e se ne dä l’interpretazione 
idrodinamica. Autoreferat. 

Taylor, 6. I.: Effeet of variation in density on the stability of superposed streams 
of fluid. Proc. roy. Soc. Lond. A 132, 499—523 (1931). 

Diese Arbeit stellt eine Fortsetzung früherer Untersuchungen Taylors dar, die 
sich zum Ziele setzt, den Einfluß der Dichteänderung in der Vertikalen 
auf die Stabilität von Strömungen zu untersuchen, welche Aufgabe durch Berechnung 
verschiedener Idealfälle der Dichte- und Geschwindigkeitsverteilung gelöst wird. 
Variiert z.B. (1. Fall) die Dichte wie oe = og, e”f?, die laminare Grundströmung wie 
U=U,+ xz, und werden die wirklichen Geschwindigkeiten als u= U+ü(2)-e, 
v—=v(2)-E, w= w(z) - € angesetzt, mit = expi(xz + Ay — ot), so sind in diesem 
Fall progressive Wellen nur möglich für &® < 4gß (g= Schwerebeschleunigung). 
Für einen 2. Fall: Zwei Schichten o,, U}; 03, U, (alle Größen konst.), die getrennt sind 


durch eine dritte Schicht von der Dicke h, in der 0, > 05 > 0, und nn —=;,.%,. hat | 


T.die vollständige Reihe der Wellen für alle Werte U,— U, unter der Annahme 
05/0, = $ ausgearbeitet und durch ein Diagramm illustriert, wobei sich zeigt, daß es für 
ein gegebenes U, — U, immer eine Klasse von Wellenlängen gibt, für die die Strömung 
Instabilität zeigt, welche als abhängig betrachtet werden kann von einer sich rück- 
wärts bewegenden freien Welle an der oberen Grenzfläche, die eine vorwärts wandernde 
Welle an der unteren Grenzfläche hervorruft. — Wenn U,, U, nicht konstant sind, 


o . { 3 : : 
sondern ze —= & = konst. in allen drei Schichten (3. Fall), lautet die Bedingung der 


Stabilität: &® < 2,0 -g/ß; für 4 Schichten (n = 4) mit durchgehend konstantem Ge- 
schwindigkeitsgradienten (4. Fall) ergibt sich «® < 2,11 - 98; jedoch die naheliegende 
Vermutung, daß für unendlich viele dünne Schichten konstanter Dichte, also durch 
den Grenzübergang n— ©©, das für kontinuierlich variable Dichte gültige Kriterium 
a? <4.gß (Fall 1) gefunden werden könnte, ist, wie T. zeigt, nicht richtig. 
Ertel, (Berlin). 

Masotti, A.: Osservazioni sul moto piano di un sistema di punti nel quale & stazionario 
il eentro delle veloeitä. Atti Accad. naz. Lincei, VI.s. 14, 20—24 (1931). 

The virial of a vector A, attached to a point P, with respect to a point O, being 


— 

defined as the scalar product of the vectors A and OP, the center of a system of 
vectors (having a non-zero resultant) is that point of the central axis of the system with 
respect to which the virial is zero. The author treats the problem of several particles 
moving in a plane in such a way that the center of the system of their velocity vectors 
is fixed. In particular it is shown that, for two particles, if the motion of one is pres- 
eribed and if the initial position of the second particle is given then the motion of the 
second particle is completely determinate. The special case of two particles moving 
on concentric cireles is considered in detail. In general the sum of the squared distances 
of the various particles from the fixed center is constant as is also the sum of the areal 
velocities of the various partieles with respect to the fixed center. 

Murnaghan (Baltimore). 
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Masotti, A.: Sul centro delle pressioni idrostatiche. Atti Accad. naz. Lincei, VI. s. 
14, 99—103 (1931). 

For a body wholly or partially immersed in a fluid the pressures exerted by the 
fluid upon the surface elements of the body have a resultant acting along the vertical 
through the center of mass of the body. The point on this vertical with respect to 
which the fluid pressures have their virial zero is called the center of these pressures 
(the virial of a vector A, attached to a point P, with respect to a point O is the scalar 


product of the vectors A and OP). Measuring depths from such a horizontal plane 
that pressure is proportional to depth (so that the reference plane is above the free 
surface of the fluid by an amount equal to the barometrie pressure at the surface divided 
by the specific gravity of the fluid) the author shows that for a solid wholly immersed 
the depth of the center is four times that of the center of mass of the body. For an 
infinite cylinder whose generators are horizontal the factor four must be replaced by 
three. The formulae for the depths of the center when the body (or infinite horizontal 
eylinder) are only partially immersed in the fluid are also given. Murnaghan. 

Masotti, Arnoldo: Sopra una formula atta a determinare il centro di un sistema 
piano di vettori. Applicazioni idrodinamiche ed elettrostatiche. Rend. Ist. lombardo Sci., 
11. s. 64, 1024—1032 (1931). 

L’A. ritrova da formola Z= 2) w,2,/ I w, che dä l’affissa Z del centro di un sistema 
di vettori applicati complanari, essendo x, e Y, le coordinate cartesiane dei punti di 
applicazione, u, e v, le componenti dei vettori, in guisa che il sistema risulta comple- 
tamente determinato dai numeri complessi ,— 2, + ty, = un — iv. Le appli- 
cazioni riguardono la determinazione del centro delle quantita di moto nel movimento 
piano irrotazionale di un liquido perfetto omogeneo, la deduzione del centro delle azioni 
dinamiche esercitate da un liquido perfetto in moto permanente, piano e irrotazionale, 
sopra un solido cilindrico immerso, nonch& la determinazione del centro delle pressioni 
elettrostatiche sulla superficie di un conduttore cilindrico elettrizzato. Bossolasco. 

Rosenblatt, A.: Sur la stabilit@ des mouvements laminaires des liquides visqueux 
incompressibles. Atti Accad. naz. Lincei, VI.s. 14, 93—99 (1931). 

Der Verf. hat das Ziel, die nichtlinearen Glieder in der bekannten Randwertaufgabe 
des Turbulenzproblems durch eine Potenzentwicklung nach einem kleinen Parameter 
(der im wesentlichen der Reynoldsschen Zahl des Problems entspricht) zu berück- 
sichtigen. Als einfachstes Beispiel dieses in der Literatur übrigens schon mehrfach 
erwähnten Ansatzes: behandelt er Schwingungen um den Ruhezustand einer in einem 
Kanal eingeschlossenen Flüssigkeit. F. Noether (Breslau). 

Foeh, A., et J. Bariol: Sur le mouvement d’un fluide visqueux au voisinage d’un 
disque oseillant autour de son axe. C.r. Acad. Sci. Paris 193, 835 —836 (1931). 


Riabouchinsky, D.: Sur les differentes formes de mouvements pouvant @tre repro- 
duites par le proc&d& des filets eolores entre deux surfaces, paralleles ou non, suffisam- 
ment rapproch6es. C. r. Acad. Sci. Paris 193, 645—647 (1931). 

Im Anschluß an zwei vorhergehende Arbeiten von Riabouchinsky (Verh. des 
5. Luftfahrtkongresses, Abtlg. B, Den Haag 1930, 509) und V. Popovitch-Schneider 
[C. R. Acad. Sci. Paris 192, 1703 (1931)] wird gezeigt, welche Stromlinienarten die 
Hele Shaw-Strömung darstellt, wenn man auf die Parallelität der Platten verzichtet. 
Die Hele Shaw-Strömung einer zähen Flüssigkeit durch den engen Abstand zweier 
paralleler Platten stellt bekanntlich die ebene Strömung einer idealen Flüssigkeit dar. 
Das einfachste Beispiel der abgeänderten Strömung ist die achsensymmetrische Strö- 
mung um ein Hindernis, wobei eine Zunahme des Plattenabstandes proportional der 
dritten Wurzel der Entfernung von der Achse nötig ist. (Vgl. eine ähnliche Abände- 
rung der entsprechenden elektrolytischen Methode durch G. I. Taylor [dies. Zbl. 1, 424] 
für den Fall einer kompressiblen Flüssigkeit. Die achsensymmetrische Strömung der 
inkompressiblen Flüssigkeit verlangt hier eine Tiefe des Elektrolyten proportional der 
Entfernung von der Achse.) A. Busemann (Dresden). 
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Croceo, G. A.: Sui eorpi aerodinamiei a resistenza negativa. Atti Accad. naz. 
Lincei, VI.s. 13, 906—911 (1931). 


Es wird ein 1913 von Rene Lorin vorgeschlagenes, auf dem Reaktionsprinzip basiertes 
Vortriebsmittel, und zwar unter dem Gesichtspunkte des Körpers mit negativem Widerstand 
behandelt. Zweck der Arbeit ist Ermittelung des Wirkungsgrades und Einblickgewinnung 
in die Tragweite des Prinzips. Die am Vortriebsprozeß beteiligte Luft durchläuft den Brayton- 
schen Zyklus (adiabatische Kompression, Wärmezufuhr unter konstantem Druck, adia- 
batische Expansion und Abkühlung bei konstantem Druck außerhalb des Körpers). Der 
thermische Wirkungsgrad dieses Kreisprozesses ergibt sich aus: 


n—1 


u u 

# 5 T,+t 

?, Luftdruck vor dem Körper, T, Temperatur vor dem Körper, p, Druck nach der adiaba- 
tischen Kompression, x Temperaturerhöhung infolge dieser letzteren. Bei ideeller Flüssigkeit 
dient die ganze aus dem Kreisprozeß gewonnene Energie zur Erhöhung der kinetischen 
Energie der beteiligten Luft. Unter dieser Voraussetzung erhält man für die Vortriebskraft 
(1— R2) At 


/ 
F=(,'0'oV2, wobei O0, = V 1+ — 1 in Analogie mit dem empirischen Aus- 


T 
druck für den Luftwiderstand R = 0; a - 72, hierin bedeuten ® Eintrittsquerschnitt der 
Luft, At Temperaturerhöhung infolge Wärmezufuhr bei konstantem Druck h = 2 wobei V, _ 


0 

die Geschwindigkeit nach der adiabatischen Kompression und V, die Geschwindigkeit vor 
dem Körper, A die Bezugsfläche des Körpers ist. Setzt man » = e A, so ergibt sich für die 
resultierende Kraft am Körper R— F = (0, — &Cy) oe AV?, dieser Ausdruck wird negativ für 
&Cr > Cr. Handelt es sich um einen ideellen thermo-aerodynamischen Körper, so wird h?=0, 
dies ist gleichbedeutend mit der Geschwindigkeit O0 nach der adiabatischen Kompression. 
Die Temperaturerhöhung infolge dieser ist jetzt z,. Die Vortriebskraft unter diesen Umständen 
ist F = 0: V? (wo, — ®), wobei w, der Austrittsquerschnitt der beteiligten Luft ist. Ist die schäd- 
liche Fläche des vorzutreibenden Systems 2, so gilt im Falle des Gleichgewichts O5, — 2=0. 
Für den Gesamtwirkungsgrad des Vortriebssystems erhält man 


; Br Va 2 Care 2 RE 20 R 
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zeitig der Wirkungsgrad eines jeden Vortriebssystems, der die Geschwindigkeit der aufgenom- 
menen Flüssigkeit von V, auf V, erhöht. Aus diesem Ausdruck ergibt sich ferner, daß bei 
gleicher schädlicher Fläche der theoretische aerodynamische Wirkungsgrad gleich groß ist wie 
derjenige einer Luftschraube, deren bestrichene Fläche gleich & ist. Soll das Produkt der 
beiden Wirkungsgrade das gleiche sein wie beim System Motor—Luftschraube, so müßte 
die Geschwindigkeit zwecks Erzielung des gleichen Kompressionsverhältnisses, wie beim 
Kreisprozeß des Motors, ca. 600 m/sec betragen. Die Form der inneren Leitungen eines der- 
artigen Körpers ist durch die Gesetze der Flüssigkeiten veränderlicher Dichte bedingt, so 
daß diese zwecks Erzielung eines ideellen thermo-aerodynamischen Körpers für jede Geschwin- 
digkeit eine andere sein müßte. S. Del Proposto (Aachen). 
Cremona, Cesare: Diagramma logaritmieo per la determinazione delle AC, e Aa 
per le variazioni dell’allungamento nei profili alari monoplani. Aerotecnica 11, 1119 
bis 1125 (1931). 
L/A. espone un metodo per la facile lettura grafica della variazione dei coefficienti 
adimensionali di portanza e di resistenza nei profili alari monoplani che offre il vantaggio, 
rispetto a quelli gia conosciuti fino ad ora, di rendere il grafico indipendente dal valore 


N 


dell’allungamento con il quale il profilo alare & stato sperimentato. Autoreferat. 


Volterra, Enrieo: Sul fenomeno di colpo d’ariete nelle condotte complesse. Rend. 
Ist. lombardo Sci., II.s. 64, 624—634 (1931). 

Zweck der vorliegenden Arbeit ist die Aufstellung einer allgemeinen Theorie des 
Wasserschlages in Rohrleitungssystemen, d.h. Ausdehnung der klassischen, für ein 
einziges Rohr geltenden Theorie auf ein beliebiges Rohrleitungsnetz. Es werden zuerst 
die bekannten, für jedes Rohr geltenden Differentialgleichungen erwähnt, deren Lö- 
sungen durch die d’Alembertschen Integrale gegeben sind. Ferner werden die an den 
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Knotenpunkten und an den Rohrenden zu befriedigenden Grenzbedingungen bespro- 
chen. Weiter wird bewiesen, daß die Aufgabe immer eine eindeutige Lösung zuläßt, 
wenn für jedes Rohr des Netzes die Anfangszustände und der zeitliche Verlauf der 
Drucke und Geschwindigkeiten an den Enden bekannt sind. Der Autor schließt mit 
einem numerischen Anwendungsbeispiel der dargelegten Theorie (Verlauf des Wasser- 
schlageffektes in einem dreiarmigen Rohrleitungssystem mit einem Knotenpunkt). 

S. Del Proposto (Aachen). 


Relativitätstheorie. 


Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. Hrsg. v. d. Schriftleitung d. Naturwiss. 
Bd. 10. Berlin: Julius Springer 1931. 452 8. u. 118 Abb. RM. 36.—. 

Lanezos, Cornel: Die neue Feldtheorie Einsteins. S. 97—132. 

Der sehr klare, sich auch an den Nichtspezialisten wendende Artikel bringtin Teil I 
eine Schilderung des gegenwärtigen Standes der allgemeinen Relativitätstheorie im 
Hinblick auf eine Theorie der Materie. Die Entlarvung der Gravitation als Scheinkraft, 
indem sie als Folge der Setzung kovarianter Feldgleichungen in einem nichteuklidischen 
(Riemannschen) Raum erscheint, legt die Möglichkeit einer ähnlichen ‚‚Geometrisierung“ 
und Vereinheitlichung der gesamten Physik nahe. Der Plan ist somit die Aufstellung 
kovarianter Feldgleichungen, die den geometrischen Charakter der Raum-Zeit-Welt 
erst bedingen, in der Hoffnung, daß die Gleichungen dann nicht bloß die gesamte 
heutige Quantenmechanik als Folge ergeben — ohne der a priori-Heranziehung von 
Quantenpostulaten, die ja vom Standpunkt einer reinen Feldtheorie irrational sind —, 
sondern gleichzeitig auch die Lösung des Problems der Elementarteilchen liefern, 
die durch die (regulären) Eigenlösungen dieser Gleichungen repräsentiert werden 
sollten (die andere Möglichkeit: Auffassung der Materie als Feldsingularitäten, ist 
mit mehr Schwierigkeiten behaftet), Verf. steht konsequent auf diesem feldtheoretischen 
Standpunkt, diskutiert dabei aber auch die andere (quantentheoretische) Meinung, 
wonach die Möglichkeit einer rein feldmäßigen Theorie der Materie unplausibel wäre. 
(Vielmehr dürfte zu einer Theorie der Materie eine noch weitergehende Beschränkung der 
Begriffe der klassischen Physik erforderlich sein, als dies schon in der Quantentheorie 
der Fall ist. — Spekulative Versuche, durch Verallgemeinerung des Formalismus weiter- 
zukommen, liegen auch in der Quantentheorie vor; z. B. die vom Verf, erwähnten Ver- 
suche von OÖ. Klein und V. Fock mit der fünfdimensionalen [Kaluzaschen] Relativitäts- 
theorie und die letzten Arbeiten Diracs. Ref.) Teil II bringt nach einer kurzen Betrach- 
tung der früheren Kaluzaschen (fünfdimensionalen) und Weyl-Eddingtonschen (affinen) 
Verallgemeinerungen der Riemannschen Geometrie zur Herstellung einer Union von 
Gravitation und Elektrizität eine ausführliche Darstellung des gedanklichen Inhaltes 
der neuen Einsteinschen Verallgemeinerung: der Verbindung von Metrik und (Fern-) 
Parallelismus und ihrer physikalischen Konsequenzen. Verf. steht der Theorie skeptisch 
gegenüber. (Einstein selbst bemerkte in einem in Wien gehaltenen Vortrag über den 
gegenwärtigen Stand der allgemeinen Relativitätstheorie, er sei vom Fernparallelismus 
abgekommen und hätte — zusammen mit Mayer — eine neue, Gravitation und 
Elektrizität umfassende Feldtheorie konstruiert, die sich aber auch noch nicht als 
brauchbare Grundlage einer Theorie der Materie erwiesen hatte. — Bemerkt sei noch, 
daß auch die Frage der Vereinbarung der speziellen Relativitätstheorie und der 
Quantentheorie ziemlich unklar ist. Ref.) Teil III berichtet kurz über neuere Beob- 
achtungen zur relativistischen Gravitationstheorie: Freundlichs Kritik an der 
Deutung der St. Johnschen Rotverschiebungs-Beobachtungen und Adams’ einwand- 
freie Bestätigung des Effektes am Siriusbegleiter. In einem Nachtrag wird das bis- 
herige Resultat der Freundlichschen Sonnenfinsternis-Expedition 1929: höherer Wert 
der Lichtablenkung als die der Theorie (d.h. der Feldgleichungen R;; = 0) und an- 
schließend theoretische Gründe für Feldgleichungen höherer als der zweiten Ordnung 
diskutiert. @Guth (Wien). 
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Papperitz, Erwin: Theorie und Methode des Michelson-Versuches auf neuer Grund- 
lage. Ein Weg zur Entscheidung der Frage der experimentellen Bestätigung der Rela- 
tivitätstheorie. Z. Physik 72, 226—239 (1931). 

In einer vorläufigen Mitteilung gibt Verf. die Resultate einer Theorie des Michelson- 
Versuches wieder, die demnächst ausführlich veröffentlicht werden soll. Diese Theorie be- 
ruht auf der Betrachtung der „absoluten“ Lichtwege im Bezugssystem des Äthers und auf 
der Berücksichtigung der Reflexionsgesetze für bewegte Spiegel. Auf Grund seiner Ergeb- 
nisse äußert Verf. die Ansicht, daß bei allen Wiederholungen des Versuches Fehler in der 
Versuchsanordnung gemacht worden sind (mehrfacher Hin- und Hergang des Strahles auf 
demselben Interferometerarm, geschlossenes Gehäuse) und gibt neue Beobachtungsmethoden 
an. Schließlich wird eine abgeänderte Äthertheorie vorgeschlagen, nach welcher der Ather 
als inkompressible, reibungslose Flüssigkeit angenommen wird, die die materiellen Körper 
nur gezwungenermaßen durchfließt, sonst aber ihnen nach Möglichkeit ausweicht und sie 
umströmt. Erst von einer neuerlichen, seine Resultate berücksichtigenden, Wiederholung‘ 
des Versuches erhofft Verf. eine endgültige Bestätigung oder Widerlegung der Relativitäts- 
theorie. O. Mathias (Graz). 

Carvallo, E.: Les lois absolues de la lumiöre et sa loi de relativite. Revision du postulat 
d’Einstein. I. L’experienee de Michelson et la relativite. Rev. gen. Electr. 29, 493 
bis 502 u. 536—546 (1931). 


Fotheringham, J. K.: Note on the motion of the perihelion of mereury. (Univ. 
Observ., Oxford.) Monthly Not. Roy. Astron. Soc. 91, 1001—1004 (1931). 

Aus Anlaß der Bemerkungen von v. Gleich in Astr. Nachr. 241, 105 (1931) (dies. 
Zbl. 1, 74) wird kurz behandelt der Einfluß säkularer Beschleunigungen und 
Schwankungen unseres Zeitmaßes auf die Bestimmung der Perihelbewegung des Merkur. 
Aus der von Innes [Circ. Union Obs. South Africa 65, 305 (1925)] diskutierten und von | 
de Sitter [Bull. of the Astr. Institutes of the Netherlands 124, 28 (1927)] weiter ver- 
arbeiteten Reihe von Merkurdurchgängen (die bei weitem größer ist als die Lever- 
riersche, auf die sich v. Gleich bezieht) leitet der Verf. den mit der Relativitäts- 
theorie gut übereinstimmenden Wert von 437 95 für die Periheldrehung ab. Dabei 
ist also die Veränderlichkeit des Zeitmaßes berücksichtigt. Heckmann (Göttingen). 

Somigliana, C.: Sulla variabilitä della massa. Atti Accad. naz. Lincei, VI. s. 13, 
804—809 (1931). 

Verf. zeigt, daß vom Standpunkt der analytischen Dynamik an Stelle des rela- 
tivistischen Ansatzes für die Abhängigkeit der Masse von der Geschwindigkeit auch eine 
beliebige Funktion des Quadrats der Geschwindigkeit gesetzt werden kann, ohne daß 
die allgemeinen dynamischen Prinzipien ihre Gültigkeit verlieren würden. Lanczos. 

Vitali, Giuseppe: Una nuova interpretazione del fenomeno della gravitazione uni- 
versale. Mem. Soc. astron. ital., N.s. 5, 405—421 (1931). 

Durch die universelle Gravitationskonstante und die Lichtgeschwindigkeit kann 
jeder Masse eine Länge zugeordnet werden. Verf. macht die Annahme, daß mit jedem 
Massenpunkt zwei entgegengesetzt wirkende Pole in dem durch diese Länge gegebenen 
Abstand verbunden sind, die durch ein Punktgesetz auf die Pole einer anderen Masse 
wirken. Dieses Punktgesetz wird so bestimmt, daß in erster Näherung die Newtonsche 
Attraktion herauskommen soll. Die nächste Näherung gibt die Perihelpräzession der 
Planeten. Man erhält auch eine Grenze für die Ausdehnung, die ein Körper von ge- 
gebener Masse mindestens haben muß. Diese Folgerung wird mit der endlichen Aus- 
dehnung und dem Krümmungsradius des Weltalls in Zusammenhang gebracht. 

Lanczos (Lafayette). 


Quantentheorie. 


Hamel, 6.: Die Kausalität in der klassischen Physik, insbesondere in der Mechanik. 
Naturwiss. 1931 II, 89. 


Darrow, Karl K.: Contemporary advances in physies, XXII. Transmutation. Bell 
Syst. techn. J. 10, 628—655 (1931). 
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Veronnet, Alex.: Theorie &leetronique de ’öther, de la lumiere, de l’eleetromagne- 


tisme et de la gravitation. (Astron. Observ., Strasbourg.) Rev. gen. Electr. 29, 651—660 
u. 702—710 (1931). 


Solomon, J.: Sur quelques diffieult&s de la th6orie des quanta. J. Phys. et Radium, 
VII. s. 2, 321—340 (1931). 

La premiere et la seconde partie de ce travail concernent l’extension au cas de 
Vinteraction avec la matiere de la th&orie du champ &lectromagnötique sans energie 
au zero absolu [L. Rosenfeld et J. Solomon, J. de Physique 2, 139 (1931) dies. Zbl. 
1,431]. La premiere partie renferme des considerations math&matiques sur la forme 
des &quations de champ, destinees & mettre en &vidence leur invariance relativiste: 
V’analogie entre les &quations de l’&lectromagnetisme et les &quations de Dirac est 
discutee au moyen de l’algorithme des spinors. Dans la deuxi&me partie, on montre 
qu’il est possible d’&carter par un simple artifice formel, relativistiquement invariant, 
l’energie Electrostatique propre infinie de l’electron ponctuel; mais on trouve encore 
une Energie infinie d’interaction entre l’electron et son propre champ de rayonnement: 
c’est la une difficult& plus profonde, qui n’est pas essentiellement relativiste. Dans 
la troisieme partie, les passages spontanes d’un atome d’hydrogene & des &tats d’&nergie 
negative sont mis en rapport avec le paradoxe de Klein. L. Rosenfeld (Liege). 

Solomon, #: Nullpunktsenergie der Strahlung und Quantentheorie der Gravitation. 
Z. Physik 71, 162-170 (1931). 

Von Rosenfeld und dem Verf. ist für die Quantenelektrodynamik ein Energie- 
tensor konstruiert worden, welcher keine Nullpunktsenergie enthält; er wird in ähn- 
licher Weise, wie er für die klassische Theorie aus den Sechservektoren & + 9 und 
& — iS herzustellen ist, aus E + YA -!rot9 und & — iJA-!rot hergestellt, wo A 
den Laplaceschen Operator bedeutet. Die vorliegende Arbeit untersucht nun die 
Gravitationswirkungen dieses elektromagnetischen Energietensors. Dabei zeigt 
sich gegenüber den von Rosenfeld früher untersuchten Gravitationswirkungen des 
in der früheren Form der Quantenelektrodynamik gebrauchten Energietensors zwar 
insofern ein Fortschritt, als die von der unendlichen Nullpunktsenergie der Strahlung 
herrührenden Gravitationswirkungen fortfallen; es verbleibt jedoch eine unendlich 
große Gravitationswirkung eines jeden Lichtquants, so daß die Aufstellung einer 
brauchbaren Theorie noch immer eine ungelöste Aufgabe ist. (Vgl. dies. Zbl. 1, 431.) 

P. Jordan (Rostock). 

Sen, N. R.: Note on the interpretation of operators in Dirac’s wave equation. Indian 
phys.-math. J. 2, 1—6 (1931). 

Der Autor zerlegt im Anschluß an die Schrödingersche Betrachtung der Zitter- 
bewegung eines kräftefreien Spinelektrons den Diracschen Operator &, in einen kon- 
stanten und einen oszillatorischen Anteil und zeigt, daß beide (in allerdings ziemlich 
komplizierter Weise) durch die häufig diskutierten Vektoren des Impulses, der Ge- 
schwindigkeit und des magnetischen (Spin-)Moments dargestellt werden können. 

Fues (Hannover). 

Heisenberg, W.: Zum Paulischen Ausschließungsprinzip. Ann. Physik, V. F. 10, 
888 —904 (1931). 

Ein Atom, das (außer tieferen abgeschlossenen Schalen) n Elektronen enthält, 
ist nach Pauli bezüglich seiner Termmannigfaltigkeit analog einem solchen Atom, 
welchem gerade n Elektronen zur Herstellung einer neuen abgeschlossenen Schale 
fehlen. Ist N die Anzahl der zur Herstellung dieser abgeschlossenen Schale notwendigen 
Elektronen, so besteht nun, wie die vorliegende Arbeit zeigt, eine noch engere Analogie 
zwischen dem Atom mit n und demjenigen mit N—n Elektronen: Bei Vernachlässigung 
der Effekte, die von Übergangsmöglichkeiten (Matrixelementen) nach Zuständen 
außerhalb der fraglichen abgeschlossenen Schale herrühren, ist die ganze Schrö- 
dinger-Gleichung für das n-Elektronenproblem äquivalent einer gewissen Schrö- 
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dinger-Gleichung für ein Problem von N—n „Löchern‘; dabei entspricht überdies 
einer Wechselwirkungsenergie e2/r„ı der Elektronen eine Wechselwirkungsenergie der 
Löcher von derselben Form e?/r„ı. Dasselbe gilt für beliebige paarweise Wechselwirkung; 
jedoch besteht (von einer trivialen Vorzeichenumkehr noch abgesehen) zwischen 
einem n-Elektronenproblem und einem Problem mit n Löchern auch ein Unterschied 
betreffs der „Zentralfelder‘, in denen sich die Elektronen bzw. die Löcher bewegen. 
Die allgemeinen Ergebnisse werden benutzt zur genaueren Diskussion spezieller An- 
wendungen betreffs der Atomspektren und betreffs der Theorie des Halleffektes. 
Der letztere wird anschaulich verständlich dadurch, daß bei Metallen, deren Leitungs- 
elektronen nur eine geringe Anzahl von ‚Löchern‘ lassen, die Leitung so verläuft, 
als wenn es sich um eine von wenigen positiven Elektrizitätsträgern getragene Leitung 
handelte. Der Beweis der fraglichen Sätze gründet sich auf folgende Transformation: 
Es sei gemäß der Methode von Jordan-Wigner die Hamilton-Funktion des betrach- 
teten Mehrelektronenproblems gegeben durch 

E = 2daldıE + H;:) ef 3 2 alalarasHin.rs ’ (1) 

i,k ikrs 
wo die a; und ihre Adjungierten a| gewissen bekannten nichtkommutativen Multi- 
plikationsregeln genügen; entsprechend der oben gewünschten Approximation kann 
der Wertebereich der Indizes :, k usw. beschränkt werden auf die N zu der betrachteten 
abgeschlossenen Schale gehörigen stationären Zustände. Die Multiplikationsregeln 
der a,,a{ sind nun invariant gegen die Transformation a = a}; a! = a,, welche 
N,.= a}a;,, die Anzahl der Elektronen im k-ten Zustand (Eigenwerte O und 1) über- 
führt in N =1-— N;. Dabei wird (1) verwandelt in 
E= (Hi + EB) 32 Hin — H;u,ix) 
TE 


ı 
= I, 2 [d;x Bi + H:: 3 >Herri FRE His =, Harn H,rir)] (2) 
Ik 2 


1 + ta’! 
ie 3 Dastarta/a, H,.ir- 


ikrs , 
Damit ist die Umwandlung der Energiefunktion für n Elektronen in eine Energie- 
funktion für N—n Löcher vollzogen. P. Jordan (Rostock). 


Bramley, Arthur: Radioaetive disintegration. (Bartol Res. Found., Swarthmore, 
Pa.) Proc. nat. Acad. Sci. U. 8. A. 17, 579—583 (1931). 
Für die möglichen Energiestufen des Kerns wird eine Formel 
n\? n®2M c? 
Boa @) 
(M Masse eines &-Teilchens, ce Lichtgeschwindigkeit, Z Ordnungszahl, n und » ganz- 
zahlige Quantenzahlen) vorgeschlagen, welche imstande sein soll, 1. für den Übergang 
n=0>n=1 bei passend gewähltem i die Frequenz der weichsten von dem be- 
treffenden Element emittierten y-Strahlen (bis auf einige Prozent) anzugeben, 2. für 
andere Übergänge der Zahl n die von Rutherford und Ellis [Proc. Roy. Soc. 182, 
667 (1931)] gefundene ganzzahlige Vielfachheit eines Grundbetrages von ausgestrahlter 
y-Energie zu erklären. — Die angeführten Daten aus den y-Spektren von etwa einem 
Dutzend radioaktiver Elemente zeigen eine gewisse Übereinstimmung mit Formel (1), 
jedoch ist dieselbe durch Wahl von i und n [zwischen = 5 und i = 22, letzteres in 
einer Note in Phys. Rev. 38, 1567 (1931); n geht daselbst bis 18] schon weitgehend und 
darüber hinaus für einzelne Wertreihen noch durch Zufügung eines konstanten Faktors 
angepaßt. Am überzeugendsten für das n?-Gesetz sind die in der zitierten Note ange- 
führten Frequenzen der y-Linien von Ra 0’. — Der Verf. gibt weiter eine „radiale“ 
Differentialgleichung, welche auf Elektronen angewandt die Eigenwerte (1) und die- 
jenigen der Elektronenschale gemeinsam enthält, für Protonen dagegen nur die ersteren 
zuläßt. Fues (Hannover). 
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Kar, K. C.: Notes on the wave statisties. (Phys. Res. Labor., Presideney Coll., 
Caleutta.) Indian phys.-math. J. 2, 15—20 (1931). 


Vrkljan, V. S.: Versuch einer einfachen Theorie der Röntgenspektren auf wellen- 
mechanischer Grundlage. Z. Physik 71, 403—411 (1931). 

Die Arbeit enthält keinen neuen Beitrag zur Lösung des in der Überschrift an- 
gegebenen Problems. Bechert (München). 

Kar, S. C.: The eleetron-eloud. Indian phys.-math. J. 2, 21—24 (1931). 

Klassisch-elektrostatische Berechnung einer kugelsymmetrischen negativen Raum- 
ladungswolke um eine positive Punktladung herum, die 1. der Poissongleichung 
Ap= genügt, 2. eine (klassisch berechnete) Feldenergie Z liefert. Fues (Hannover). 

Green, J. B., and R. A. Loring: Multiplet strueture and Zeeman effeet. (Mendenhall 
Labor. of Phys., Ohio State Univ., Columbus.) Physic. Rev., Il.s. 38, 1289—1291 (1931). 

In dieser kurzen Notiz bringen die Verff. neues Material zur Prüfung einer von 
Houston entwickelten Methode, die es gestattet, die g-Werte der Aufspaltungen im 
Zeemaneffekt der Atomspektra zu berechnen, auch wenn die Koppelung der Dreh- 
impulsvektoren nicht mehr die von Russell und Saunders ist. Die Messungen be- 
ziehen sich auf Sn I, Sn III, Sb I, Pb I und ergeben eine befriedigende Übereinstim- 
mung mit der Theorie. Kronig (Groningen). 

Bakker, C. Je: The Zeemanefieet in the noble gas spectra in connection with „ano- 
malous“ coupling of quantum vectors. Arch. neerl. Sci. exact. et natur., s. IITA 13, 
121—195 (1931). 

Diese sehr ausführliche Dissertation des Verf. zerfällt in vier Teile: Der erste 
enthält die Beschreibung der Versuchsanordnung, die zum Studium der Zeemaneffekt- 
typen an einer Reihe von Linien der einfach ionisierten Edelgasatome von Neon bis 
Emanation verwendet wurde. Teil II enthält eine Übersicht über die Theorien des 
Zeemaneffektes, Teil III die Messungsresultate, Aufstellung der Terme und Prüfung 
der g-Summenregel. Im vierten Teil wird das Auftreten einiger mit der einfachen 
Theorie nicht übereinstimmender Aufspaltungen auf eine verschiedenartige Kopplung 
der Impulsmomentvektoren (7j7-Kopplung) zurückgeführt und die Beobachtungswerte 
mit den hierfür vorliegenden theoretischen Angaben verglichen. Als Anhang ist eine 
Bibliographie der seit 1925 erschienenen Arbeiten über den Zeemaneffekt beigefügt. 
Für Einzelheiten muß auf die Arbeit selbst verwiesen werden. O. Halpern (New York). 

Petersen, H.: Integrale, vorkommend im Eigenwertproblem des Wasserstoffmoleküls. 
Physica (Eindhoven) 11, 227—233 (1931) [Holländisch]. 

Von den Integralen, die bei der Berechnung der Terme der H,-Molekel mit Hilfe 
der Darstellung ihrer Eigenfunktionen durch Eigenfunktionen der H-Atome auftreten, 
werden diejenigen, die nur Funktionen der Koordinaten eines einzigen Elektrons ent- 
halten, für n=1, 2, m=0 berechnet: 


[op (nm, l, m)’ (m, V, m’)dr, 
1 d AL ‚ 
[=+ (n,ıi,m)p’ (m, TV, m)dr, 


[rn mol, V,m)dr 


(a und b bezeichnen die Kerne; «a ist der Abstand vom Kern a; die Quantenzahlen 
n, I, m kennzeichnen die Eigenfunktionen @ der H-Atome). F. Hund (Leipzig). 

Hylieraas, Egil A.: Über die Elektronenterme des Wasserstoffmoleküls. (Chr. Michel- 
sens Inst., Bergen [Norweg.).) Z. Physik 71, 739—763 (1931). 

Verf. gibt zunächst eine vereinfachte Methode zur Berechnung der Eigenwerte und 
der Eigenfunktionen des Wasserstoffmolekülions und setzt daraus die ersten Nähe- 
rungen der Eigenfunktionen des Moleküls zusammen. Durch eine Störungsrechnung 
folgt die Energie des Moleküls. Rechnet man beim äußersten Elektron mit „halben“ 
Kernladungen, so wird in den angeregten Zuständen die Störung sehr klein. In dieser 
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Weise folgen die angeregten Elektronenterme mit großer Genauigkeit. Für den Grund- 
zustand wird eine besondere Untersuchung ausgeführt, weil dort die Störungsenergie 
groß ist. Deshalb wird der in der angegebenen Weise gefundene Energiewert mit dem- 
jenigen zusammengestellt, der sich durch eine Variationsmethode bei zweckmäßigem 
Ansatz für die Eigenfunktion des Grundzustandes des Moleküls ergibt. Durch eine 
Interpolationsmethode erhält der Verf. dann Energiewert, Oszillationskonstanten und 
Kernabstand des Grundzustandes. Für die Dissoziationsenergie des Grundzustandes 
folgt 4,37 + 0,12 Volt. Die Ergebnisse des Verf. sowohl bezüglich des Grundzustandes 
wie der angeregten Zustände sind in guter Übereinstimmung mit den Messungen. 
Waller (Upsala). 

Fuchs, O.: Über eine allgemeine Formel zur Berechnung von Dipolmomenten. Z. 
physik. Chem. B. 14, 339—345 (1931). 

Es wird eine Formel abgeleitet, welche gestattet, aus den Momenten der Mono- 
substitutionsprodukte die Dipolmomente der mehrfach substituierten Moleküle zu be- 
rechnen, auch wenn die Substituenten gewinkelte, ‚frei drehbare‘‘ Gruppen sind. 

Autoreferat. 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. Hrsg. v. d. Schriftleitung d. Natur- 
wiss. Bd. 10. Berlin: Julius Springer 1931. 452 8. u. 118 Abb. RM. 36.—. 

Born, Max: Chemische Bindung und Quantenmechanik. S.387—444 u. 2 Abb. 

Dieser Bericht stellt in der Hauptsache eine Zusammenfassung der Resultate 
der neueren Arbeiten von Heitler und Rumer (dies. Zbl. 1, 251) und Weyl 
(dies. Zbl. 2, 308) über die Theorie der homöopolaren Valenz dar: Als Haupt- 
aufgabe des Berichtes sieht der Verf. an, die Ergebnisse dieser Arbeiten in leicht- 


verständlicher Form darzustellen und ihre physikalische bzw. chemische Bedeu- 


tung klar herauszuarbeiten. Einer kurzen Darstellung des Unterschiedes zwischen 
polaren und unpolaren Valenzen folgt zunächst eine Übersicht über den Zusammen- 
hang zwischen der Kombinatorik der Spinsummen und Valenzen der Atome. Dabei 
ergibt sich bemerkenswerterweise in gewissen Fällen keine vollständige Übereinstim- 
mung. (Einfachstes Beispiel 3 einwertige Atome: hier sind drei Valenzschemata, aber 
nur zwei Spinkonfigurationen möglich.) Es folgen zwei Abschnitte über Eigenfunktionen 
und Spinzustände der Atome und über den quantentheoretischen Ansatz zur Molekül- 
bildung (sog. „nullte Näherung‘‘, d.h. Annäherung von bestimmten Zuständen der in 
großen Abständen befindlichen Atome aus; die Atomzustände werden zunächst als 
nichtentartet angesehen [S-Zustände]). In der neuartigen Behandlung des hierbei zu 
lösenden Säkularproblems liegt der wesentliche Fortschritt, der von Heitler und 
Rumer sowie Weyl gemacht wurde. Da magnetische Kraftwirkungen vernachlässigt 
werden, so gestatten die Invarianzeigenschaften des Spintensors gegenüber Raum- 
drehungen eine Reduktion des Säkularproblems nach denjenigen Spinfunktionen, 
welche gegenüber Drehungen invariant sind. Diesen invarianten Spinfunktionen 
können algebraische Invarianten zugeordnet werden (Spininvarianten). Ihrer Form 
sieht man sofort an, wieviel Valenzen für den zugehörigen Zustand frei und wieviel ab- 
gesättigt sind. Zustände eines Moleküls, denen eine bestimmte Spininvariante zu- 
kommt (‚reine Valenzzustände“ nach Weyl), sind im allgemeinen keine Zustände be- 
stimmter Energie. Letztere ergeben sich aus diesen vielmehr erst als Linearkombi- 
nationen, die sich aus dem Säkularproblem bestimmen. Bei mehr als zwei Atomen 
ergeben sich dieselben charakteristischen Schwierigkeiten, die schon das Vektormodell 
erkennen ließ. Sie haben ihren Grund darin, daß zwischen den Spininvarianten lineare 
Beziehungen bestehen. (Im Falle dreier einwertiger Atome z. B. sind von den 3 Spin- 
invarianten nur 2 linear unabhängig; daher lassen sich die 3 Invarianten nicht will- 
kürfrei den 3 möglichen Valenzzuständen zuordnen.) Es wird vermutet, daß in gewissen 
Fällen die Erscheinung der Tautomerie mit diesen Verhältnissen in Zusammenhang 
stehen könne. (Bemerkung des Referenten: Das Versagen des Valenzschemas, wie es 
hier zum Ausdruck kommt, ist bekannt bei den aromatischen Verbindungen.) — Die 
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Frage nach der Stabilität eines Moleküls erfordert eine Untersuchung der Wechsel- 
‚ wirkungsenergien in Abhängigkeit von den relativen Lagen der Atomkerne. Eine 
solche ist nur in relativ einfachen Fällen praktisch durchzuführen. Es werden einige 
schon von Heitler und Rumer behandelte Fälle nach einer von Weyl angegebenen 
einfacheren Methode durchgerechnet und diskutiert. — Den Schluß bilden einige 
kritische Bemerkungen über die Güte der Annäherung, welche das Verfahren liefert, 
über die sog. „Bahnvalenzen‘“ (bei richtungsentarteten Zuständen der ungestörten 
Atome) und über die Frage nach der ‚‚Gerichtetheit‘‘ der Valenzen. E. Hückel. 


Stern, T. E.: The chemieal eonstants of the vapours of hydrogen and of hydrogen 
chloride; and the entropy change accompanying the reaetionHs + (es zZ 2 HU. Proc. 
roy. Soc. Lond. A 133, 303—310 (1931). 

Eine frühere Berechnung der chemischen Konstanten von Wasserstoff nach der 
Bose- Statistik [Proc. roy. Soc. Lond. A 130, 367 (1931)] wird berichtigt; es ergibt sich 
dasselbe Resultat wie nach der klassischen Statistik. — Neu berechnet wird die chemische 
Konstante von Chlorwasserstoff; dabei ist der Kernspin ohne Einfluß; die statistischen 
Gewichte der Moleküle im Kristall sind unabhängig davon, ob sie rotieren oder um 
Gleichgewichtslagen schwingen; der Kristall wird als Molekülgitter angenommen. 
Dann berechnet sich die chemische Konstante ı in einfacher Weise aus dem Trägheits- 
moment J, der Masse m und universellen Konstanten; das Trägheitsmoment ist für die 
Isotopen praktisch dasselbe: _ (Arm)2 k28n2J 

= log DE; N 

Ferner wird die ‚„Nullpunktsentropie“ der Reaktion: 2HC1H,-+ Cl, in festem 
Zustande ausgerechnet. Diese Entropie ist so definiert, daß sie aus der Entropie bei 
höherer Temperatur mit konstanter spezifischer Wärme extrapoliert wird. Sie unter- 
scheidet sich von der wahren Entropie beim absoluten Nullpunkt durch Vernachlässi- 
gung der Aufspaltung des Grundzustandes durch den Kernspin und der Entmischung 
der Mischkristalle. Ihre Berechnung ermöglicht eine Prüfung des gesamten theoretisch 
berechneten Zahlenmaterials an den Erfahrungen über das Dissoziationsgleichgewicht 
von Chlorwasserstoff im Gaszustande. Die Übereinstimmung ist gut. Eisenschitz. 


Das, P.: Kinetie theory of the induetion-period of chemical reactions. Indian. phys.- 
math. J. 2, 11-14 (1931). 

Unter ‚induction period“ wird die Zeit verstanden, nach welcher bei einer in 
Lösung vorgehenden Fällungsreaktion der Niederschlag sich durch Einsetzen von 
Lichtzerstreuung bemerkbar macht. (Beispiel einer solchen Reaktion: 2HJO, + 580, 
+ 4H,0 = 5H,S0, + J,; hier beträgt die Induktionsdauer etwa 1 Sekunde unter be- 
stimmten Bedingungen.) Auf Grund kinetischer Betrachtungen über die Häufigkeit 
der Zusammenstöße der reagierenden Bestandteile wird für bimolekulare Reaktionen 
gezeigt, daß die chemische Reaktion praktisch momentan beginnt und die Induktions- 
dauer als die Zeit anzusehen ist, nach welcher sich die Moleküle des Niederschlags 
zu Körnern solcher Größe vereinigt haben, daß sie eine merkliche Lichtzerstreuung 
hervorrufen können. Da der Zerstreuungskoeffizient umgekehrt der vierten Potenz 
der Wellenlänge und proportional dem Quadrat des Kornvolumens ist, dieses selber 
aber proportional der dritten Potenz der Zeit anwächst, so setzt eine merkliche Zer- 
streuung sehr plötzlich ein. Eine rohe Abschätzung liefert für die oben genannte Re- 
aktion eine Induktionsdauer von etwa !/,, Sek. E. Hückel (Stuttgart). 

Falkenhagen, H.: Das quantitative Grenzgesetz der Viscosität starker binärer 
Elektrolyte. Physik. Z. 32, 745—764 (1931). 

In Fortsetzung früherer Arbeiten wird die Theorie der Konzentrationsabhängigkeit 
der inneren Reibung verdünnter Elektrolytlösungen, die bisher nur für binäre Elektro- 
lyte mit Ionen gleicher Beweglichkeit durchgeführt wurde, auf binäre Elektrolyte mit ° 
Ionen verschiedener Beweglichkeit erweitert. Die benutzten Methoden sind dieselben 
wie dort, doch die Durchführung der Rechnungen und das Resultat (der Ausdruck 


430 


für den Koeffizienten des Grenzgesetzes) werden bedeutend komplizierter. Soweit 
Messungen vorliegen, ist das Ergebnis der Theorie in quantitativer Übereinstimmung 
mit dem Experiment. Eine entsprechende Arbeit über nicht binäre Elektrolyte wird 
angekündigt. E. Hückel (Stuttgart). 


Hückel, Erich: Quantentheoretische Beiträge zum Benzolproblem. II. Quanten- 
theorie der induzierten Polaritäten. (Inst. f. Theoret. Phys., Stuttgart.) Z. Physik 72, 
310—337 (1931). 

Bestimmte Unterschiede im chemischen Verhalten substituierter Benzole deutete 
Vorländer durch die Annahme, daß die Ersetzung eines ZH am Benzol eine Polarität 
im Ring hervorruft, die an benachbarten C-Atomen verschiedenes Vorzeichen hat. 
Auf Grund der von ihm begründeten Auffassung von der Elektronenkonfiguration 
des Benzols (vgl. dies. Zbl. 2, 96) untersucht Hückel mit der Quantentheorie 
die Änderung der Ladungsverteilung bei einer Substitution. Da eine solche Störung 
in der Rechnung mit der Kombination des Grundzustandes mit einem höheren Zustand 
verknüpft wird, erklärt die dreizählige Symmetrie eines höheren Zustandes die alter- 
nierende Polarität. (I. vgl. dies. Zbl. 2, 96.) F. Hund (Leipzig). 


Kotelnikoff, A.-K.: Applieation du theor&me de Gauss et de la loi de Coulomb aux 
surfaces de söparation dans les dieleetriques. (Inst. de Cinematogr., Kiev.) Rev. gen. 
Blectr. 29, 264—267 (1931). 


Pauthenier, M., et M. Moreau-Hanot: Sur le champ eylindrique ionise et la duree 
de parcours des ions. ©. r. Acad. Sci. Paris 192, 1086—1087 (1931). 


Hulme, H. R.: The photoeleetrie effeet for y-rays. Proc. roy. Soc. Lond. A. 133, 
381-406 (1931). 

Die Rechnung bezieht sich auf wasserstoffähnliche Atome, wobei die Diracsche 
Theorie des Elektrons benutzt wird. Zunächst wird eine normierte Lösung der Dirac- 
schen Gleichungen für den Fall gegeben, wo die Energie des Elektrons größer ist als 
die Ruheenergie mc?. Durch eine Störungsrechnung wird die Zahl der emittierten 
Elektronen und deren resultierender Vorwärtsimpuls in den Matrixelementen aus- 
gedrückt, welche den Übergängen vom Grundzustand nach Zuständen entspricht, wo 
das Elektron frei ist. Die Ausrechnung der Matrixelemente wird nur für den Fall aus- 
geführt, wo die Atomnummer klein ist und wo die Energie des einfallenden Licht- 
quants mit mc? vergleichbar ist. Es wird auf das Unbefriedigende in der ersten Be- 
schränkung hingewiesen, da der photoelektrische Effekt in schweren Atomen am 
besten beobachtet wird. Die theoretischen Resultate sind aber in qualitativer Über- 
einstimmung mit den Beobachtungen an schweren Atomen, was die Veränderung des 
Absorptionskoeffizienten mit der Wellenlänge betrifft, nicht aber für die Veränderung 
mit der Atomnummer. Waller (Upsala). 

Penney, W. 6.: The photoeleetrie effeet in thin metallie films. Proc. roy. Soc. 
Lond. A 133, 407—417 (1931). 

Der photoelektrische Strom von einem dünnen metallischen Film wird berechnet 
unter der Annahme, daß das Metall als ein Potentialbassin betrachtet werden kann, 
eine Anzahl von unendlich hohen und unendlich schmalen Potentialschwellen, eine 
für jede Ionenschicht, enthaltend. Die Dämpfung der einfallenden Lichtwelle wird 
berücksichtigt, indem die Amplitude als exponentiell abfallend angesetzt wurde. Es 
wird gezeigt, daß dieses Modell gewisse natürliche Absorptionsfrequenzen hat, wegen 
der die ausgehenden Photoelektronen alle dieselbe Geschwindigkeit haben sollten, was 
bei dünnen Filmen approximativ der Fall ist. Eine Erweiterung auf den dreidimen- 
sionalen Fall ist gegeben, und dieses Modell scheint einen selektiven Effekt zu zeigen. 
Es zeigt sich gute Übereinstimmung mit den Beobachtungen in bezug auf die Ver- 
änderung des Stromes mit der Dicke des Films und der Frequenz des Lichtes. 

Waller (Upsala). 


431 


Wilson, A. H.: The theory of eleetronie semi-conduetors. (Inst. f. Theor. Phys., 
Univ. Leipzig.) Proc. roy. Soc. Lond. A. 133, 458—491 (1931). ‚ 

Die Eigenwertverteilung für die Schrödinger-Wellen in einem räumlich periodischen 
(Kristall-)Feld zeigt nach Bloch und Peierls gewisse charakteristische Züge. Im 
eindimensionalen Fall zerfällt das Spektrum in eine Reihe von Zonen erlaubter Energie- 
werte, die durch einen endlichen Abstand getrennt sind. Im dreidimensionalen Fall 
sind die Verhältnisse komplizierter. Obgleich auch hier ein solches Zerfallen für die 
einzelnen Komponenten der Bewegung eintritt, kann für die Gesamtbewegung ein 
Überlappen dieser Zonen eintreten. Dies ist dann der Fall, wenn das Feld als beinahe 
eben angesehen werden kann, die Elektronen also praktisch als frei (Sommerfeldsches 
Modell). In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daß damit der Unterschied zwischen 
Nicht-, Halb- und metallischen Leitern verständlich wird. Im fertigen Kristall werden 
für T= 0 die energetisch tiefsten Zustände aufgefüllt, bis alle Elektronen erschöpft 
sind. Leitfähigkeit kann dann eintreten, wenn in der Nachbarschaft der obersten 
Elektronen noch Plätze frei sind. Sind nun die Zonen energetisch weit getrennt, und 
ist die kritische Zone (d.h. diejenige, in der für 7 = 0 die obersten Elektronen liegen) 
gerade vollständig ausgefüllt, so haben wir einen Nichtleiter. Ist die energetische 
Differenz zur nächsten Zone nicht groß gegen k T, so werden Elektronen durch ther- 

6 


mische Anregung in diese gebracht. Ihre Zahl ist proportional zu e 7, wo k9 gleich 
1/, dieser Differenz ist. Wir erhalten dann eine Leitfähigkeit, die sich für 7<@ auch 
6 


wie e 7 verhält, wie es bei Halbleitern der Fall ist. Ist endlich 7 > 6, oder tritt die 
erwähnte Überlappung auf, oder ist die kritische Zone nicht ganz angefüllt, so ergibt 
sich normale metallische Leitfähigkeit. Es wird auch qualitativ erläutert, wann diese 
Fälle zu erwarten sind, und es werden noch die spezifische Wärme und der Paramagne- 
tismus des Elektronengases für Halbleiter diskutiert. Nordheim (Göttingen). 


Frame, J. W.: On the mathematical equivalence of two ways of regarding the ex- 
eitation of an atom by a fast moving «&-partiele. Proc. Cambridge philos. Soc. 27, 
511—517 (1931). 

Die Anregung eines Atoms durch ein vorbeifliegendes &-Teilchen kann einerseits 
nach der Bornschen Stoßtheorie berechnet werden, bei der die Wellengleichung für 
&-Teilchen und Leuchtelektron gelöst wird. Da die Masse des Elektrons gegenüber 
der des &-Teilchens sehr klein ist, kann man andererseits auch versuchen, die Rück- 
wirkung auf das letztere zu vernachlässigen, d.h. einfach das Verhalten des Elektrons 
in dem gegebenen Feld von Kern und «-Teilchen untersuchen. Es wird durch direkte 
Ausrechnung gezeigt, daß beide Methoden in der Tat dasselbe Resultat liefern. 

Nordheim (Göttingen). 

Cremer, E., und M. Polanyi: Abschätzung von Molekülgitterabständen aus Re- 
sonanzkräften. (Kaiser Wilhelm-Inst. f. Phys. Chem. u. Elektrochem., Berlin-Dahlem.) 
Z. phys. Chem. B 14, 435—442 (1931). 

Die Gleichgewichtslage der Moleküle im Gitter ergibt sich nach London aus 
einem Anziehungspotential der Form C/R® und einem Abstoßungspotential, das von 
der quantenmechanischen Resonanz herrührt. Wenn man die Differenz der beiden 
Potentiale gleich der Sublimationswärme (bzw. Gitterenergie) setzt und die Resonanz- 
kräfte aus optischen Daten approximiert, können die Abstände einiger einfachster 
Molekülgitter (4,, HCl, HBr, HJ) mit brauchbarer Annäherung berechnet werden. 

Autoreferat. 

Sauter, Fritz: Über den atomaren Photoeffekt in der K-Schale nach der relati- 
vistischen Wellenmechanik Diraes. (Inst. f. Theoret. Phys., Univ. Leipzig.) Ann. Physik, 
V.F. 11, 454488 (1931). 

Fortführung der in dies. Zbl. 2, 17 ref. Arbeit des Verf. Bei Vernachlässigung von 
Termen co» &2Z? (&: Feinstrukturkonstante, Z: Kernladungszahl), also für den Fall 
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leichter Atome, ließ sich die in der früheren Arbeit für die Störungsfunktion erhaltene 
unendliche Reihe aufsummieren und mittels eines Kunstgriffes in geschlossener Form — 
bis auf Quadraturen — darstellen. Nach Verf. zeigt sich dabei, daß die Ersetzung der 
Wellenfunktionen durch ihre asymptotischen Entwicklungen nicht gestattet ist, da 
die Umgebung des Kernes Terme von derselben Größenordnung liefert wie die Um- 
gebung der K-Schale. Die Auswertung der Formeln wird für die Grenzfälle: 1. v2 co.c2, 
2. v2 <.c2 durchgeführt. Resultate: Die Richtungsverteilung der Photoelektronen 
wird bis zu ganz hohen Geschwindigkeiten hauptsächlich durch den schon nichtrela- 
tivistisch (aber retardiert!) resultierenden Ausdruck gegeben. Der Absorptionskoeffi- 
zient hängt von der Wellenlänge A des einfallenden Lichtes und von Z in einer Weise 
ab, die eine Extrapolation vom Röntgengebiet ins (harte) y-Gebiet verbietet. Im 
letzteren Gebiet ist der Absorptionskoeffizient ®A-Z® und würde für Pb und 
A=4,1X — E, schon etwa 25% der Comptonabsorption nach Klein-Nishina aus- 
machen — angenäherte Gültigkeit des für leichte Atome abgeleiteten Absorptions- 
gesetzes auch für ein so schweres Atom vorausgesetzt. Verf. betont auch, daß das 
Überwiegen der K-Absorption für dieses A-Gebiet noch ungeklärt ist. (Nach Versuchen 
von Meitner-Hupfeld, Tarrant, Chao ist die Absorption von A=47 X — E, an 
Pb beträchtlich höher als die Klein-Nishinasche Comptonabsorption. Die Frage, 
ob dieser Überschuß [und in welchem Umfang] auf eine Kernabsorption zu schieben 
ist, verbleibt damit ungeklärt. Ref.) Schließlich diskutiert Verf. — zum Teil analog 
zu Überlegungen von Fues und Hellmann — die Frage der Polarisation der Photo- 
elektronen. In der nichtrelativistischen Näherung findet keine Drehung der Polari- 
sationsrichtung der Elektronen statt. Für v2 co c? ist dies in einer, im allgemeinen 
komplizierten Weise der Fall. Guth (Wien). 

Arkadiew, W.: Durch die magnetische Nachwirkung verursachte magnetische 
Spektren. (Magnet. Labor., Univ. Moskau.) Z. Physik 72, 116—124 (1931). 

Die von verschiedenen Experimantatoren gefundene Abhängigkeit der Permeabili- 
tät von Ferromagneten von der Frequenz des magnetischen Feldes soll durch eine 
phänomenologische Formel dargestellt werden. Dazu genügt es aber nicht, eine 
„Dämpfung“ einzuführen, da die experimentellen Kurven zu kompliziert sind, um sich 
durch einen Parameter darstellen zu lassen. Der Verf. nimmt daher an, daß die Per- 
meabilität aus mehreren Anteilen besteht, die in verschiedener Weise von der Frequenz 
abhängen. Man braucht so mindestens vier verschiedene Anteile, die vier verschiedenen 
„Relaxationszeiten‘‘ entsprechen. Die experimentelle Genauigkeit reicht aber weder 
aus, um die so entstehende Kurvenform einer Prüfung zu unterziehen, noch um die in 
die Formel eingehenden Parameter zu bestimmen. Peierls (Zürich). 

Arkadiew, W.: Zur magnetischen und elektrischen Spektroskopie. (Magnet. Labor., 
Univ. Moskau.) Z. Physik 72, 125—129 (1931). 

Für den in einer vorhergehenden Arbeit des Verf. (vgl. vorstehendes Referat) 
behandelten Fall eines ferromagnetischen Mediums werden diejenigen Konstanten 
berechnet, die für die Ausbreitung und Absorption von elektromagnetischen Wellen 
in diesem Medium maßgebend sind. Die Formeln werden tabellarisch zusammen- 
gestellt und dabei so allgemein geschrieben, daß sie sowohl den Fall eines Mediums mit 
magnetischer, als mit elektrischer Polarisierbarkeit umfassen. Für den zweiten Fall 
stimmen sie mit den Formeln von Debye überein. Vorausgesetzt ist bei der Ableitung 
aller Formeln, daß die Frequenz der Welle klein gegenüber der Eigenfrequenz der 
Zentren sind, von denen die Polarisation herrührt, dagegen nicht notwendig klein gegen 
die Relaxationsfrequenz. Peierls (Zürich). 

Hayasi, Takesi: Zur Theorie der Magnetostriktion. Z. Physik 72, 177—190 (1931). 

Die bekannte, und im allgemeinen makroskopisch durch das ‚„‚entmagnetisierende 
Feld“ des magnetisierten Kristalls berücksichtigte Tatsache, daß die Dipolenergie eines 
Kristalls wesentlich von seiner Form abhängt, wird auf Grund der die Dipolenergie dar- 
stellenden Gittersumme erneut hergeleitet. Es wird darauf hingewiesen, daß der form- 
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abhängige Teil der Dipolenergie für die Magnetostriktion ebenfalls von Bedeutung ist; 
die Verhältnisse werden ausführlicher für ellipsoidisch geformte Körper diskutiert. 
Bloch (Kopenhagen). 

Kersten, M.: Bemerkungen zur Magnetostriktion ferromagnetischer Stoffe. (Zentral- 
labor. d. Wernerwerkes d. Siemens & Halske A.-G., Berlin-Siemensstadt.) Z. Physik 72, 
500—504 (1931). 

Zur Erklärung experimenteller Beobachtungen wird gezeigt, daß unter gewissen 
Voraussetzungen längs der Hystereseschleife eine Vorzeichenumkehr der Magneto- 
striktion und der elektrischen Leitfähigkeit erwartet werden muß. Autoreferat. 

Stoner, Edmund C.: The temperature variation of instrinsie magnetization and asso- 
eiated properties of ferromagneties. (Dep. of Phys., Univ., Leeds.) Philosophic. Mag,., 
VII. s. i2, 737—763 (1931). 

Die vom Verf. früher auf Grund ähnlicher, doch etwas vereinfachter Betrach- 
tungen, wie bei Heisenberg, abgeleitete Formel für die Sättigungsmagnetisierung o 
o/o, = tanh a 

s o/o, = T/0a 6 = Curiepunkt 
wird in ihren Aussagen für den Temperaturverlauf der Sättigungsmagnetisierung und 
der spezifischen Wärme mit den beobachteten Werten verglichen. Abgesehen von 
Abweichungen bei tiefen Temperaturen gibt sie für o befriedigende Übereinstimmung 
bis zu einer Temperatur 7 = 0,8: 6. Die Änderung der spezifischen Wärme am Curie- 
punkt ist experimentell wesentlich größer als der theoretische Wert. Dagegen ist die 
totale Änderung der Energie zwischen 0 und @ in Übereinstimmung mit der Erfahrung. 
— Ferner wird versucht, die beobachteten Abweichungen der Magnetonenzahlen zwi- 
schen dem aus der Sättigungsmagnetisierung bei tiefen Temperaturen und dem aus der 
Suszeptibilität oberhalb des Curiepunktes sich ergebenden Wert dadurch zu erklären, 
daß im ersten Fall hauptsächlich die Spinkoppelung zwischen verschiedenen Atomen, 
im zweiten Fall hauptsächlich die Spinkoppelung zwischen Elektronen am selben 
Atom eine Rolle spielt. Bloch (Kopenhagen). 

Ergebnisse der exakten Naturwissenschaften. Hrsg. v. d. Sehriftleitung d. Natur- 
wiss. Bd. 10. Berlin: Julius Springer 1931. 452 S. u. 118 Abb. RM. 36.—. 

Stuart, H. A.: Kerr-Effekt, Lichtzerstreuung und Molekülbau. S. 159—206 
u. 12 Abb. 

Bestimmungen der Depolarisation des Streulichtes und Untersuchungen des 
Kerr-Effektes bei Molekeln sind wichtig, weil sie Schlüsse auf die Struktur der Molekeln 
und die gegenseitige Beeinflussung ihrer Bausteine erlauben. Die Polarisierbarkeit 
einer nicht optisch aktiven Molekel läßt sich quantitativ durch ein Ellipsoid darstellen. 
Aus Refraktionsmessungen folgt die Summe der Hauptachsen, 5, +5, + bz;; aus 
ihr und dem Depolarisationsgrad des senkrecht gestreuten Lichtes die Größe 
(bi, — b,)2 + (by, — b,)? + (b, — b,)?. Der Kerr-Effekt läßt sich in zwei Summanden 
verschiedener Temperaturabhängigkeit zerlegen; unter naheliegenden Vernachlässi- 
gungen läßt sich aus dem einen Teil wieder (b, — 55)? + (b, — b,)? + (b; — 5,)? aus- 
rechnen; der andere Teil tritt nur bei Molekeln mit Dipol auf und liefert bei bekanntem 
Dipolmoment eine andere Kombination der b, by, b,. Bei linearen Molekeln läßt sich 
also das Polarisationsellipsoid sowohl aus der Depolarisation als auch aus dem Kerr- 
Effekt bestimmen, bei anderen Molekeln aus der Kombination der Ergebnisse. Für 
zahlreiche Molekeln wird das empirische Material angegeben und das Polarisations- 
ellipsoid berechnet, daraus wird auf die Struktur geschlossen. F. Hund (Leipzig). 

Heisenberg, W.: Über die inkohärente Streuung von Röntgenstrahlen. Physik. Z. 
32, 737—740 (1931). 

Die Thomas-Fermische Dichteverteilung erlaubt, nach Debye eine bei prak- 
tisch vorkommenden Fällen gute Näherung für den kohärenten Teil der durch Atome 
gestreuten Röntgenstrahlen zu bestimmen. Der Verf. zeigt, daß durch eine Erwei- 
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terung dieser Methode eine Näherungsformel für den inkohärenten Teil der Streu- 
strahlung abgeleitet werden kann. Dabei werden zunächst die Beiträge der einzelnen 
Elektronen zur Streustrahlung nach den Formeln von Waller aufsummiert. Das er- 
haltene Integral wird in interessanter Weise durch das von Thomas-Fermi berechnete 
Potential D(r) des Atomfeldes (r—= Abstand vom Kern) ausgedrückt. Mit Weg- 
lassung des Thomsonschen Faktors folgt für die Intensität der inkohärenten Streu- 
strahlung (—e, m = Ladung, Masse des Elektrons) 


%o 
3272 (dx 


ah | _ Baar fi (mer un N (Vomer@) + >). 
(0) 


wobei F(2)= N* lan), ss N “ sin : ‚ mit N = Ordnungszahl des Atoms, 
. | es h 
).—= Wellenlänge der Röntgenstrahlung, ®— Streuwinkel und Y2meF(x,) = re 
F(x) ist bei Thomas und Fermi tabuliert. Die Gültigkeitsgrenzen der Formel sind 
etwa die folgenden: Die Formel versagt (wie die Thomas-Fermische Methode) für 
kleine Kernladungen, ist aber auch für sehr schwere Atome kaum anwendbar. Waller. 
.Bewilogua, L.: Über die inkohärente Streuung der Röntgenstrahlen. Physik. Z. 32, 
740—744 (1931). 
1. Es wird die von Heisenberg gegebene Funktion $, für eine Anzahl von Werten 
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von v—= 0,176 2, <= in? (z= Ordnungszahl) berechnet, woraus dann die inko- 
härente Streustrahlung für beliebige Atome berechnet werden kann. 2. Der Vergleich 
der mit Anwendung davon (und einer Debyeschen Rechnung für die kohärente Streu- 
strahlung) nach Thomas-Fermi berechneten totalen Streustrahlung für Argon mit 
den von Waller und Hartree (unter Benutzung der Hartreeschen Dichteverteilung) 
gefundenen zeigt eine gute Übereinstimmung. Die Brauchbarkeit der Heisenbergschen 
Rechnung wird bis 2 = 6 herab geschätzt. 3. Der Vergleich mit den Messungen von 
Wollan (für Argon und Neon) sowie (indirekt) mit denjenigen von Herzog für Argon 
zeigt befriedigende Übereinstimmung. 4. Der Einfluß der inkohärenten Strahlung 
auf die Interferrenzbilder mehratomiger Moleküle wird diskutiert. Der Einfluß davon 
auf die Abstandsmessungen ist klein, dagegen wird durch deren Berücksichtigung der 
flachere Abfall der Intensitätskurven bei größeren Winkeln gut wiedergegeben. 

Waller (Upsala). 

Fischer, Johann: Über die retardierten Matrixelemente in der Theorie der Streuung 
und Absorption von Röntgenstrahlen. Ann. Physik V.F. 11, 489—520 (1931). 

Bei der quantenmechanisch-störungstheoretischen Behandlung der aperiodischen 
Prozesse (Compton- und Photoeffekt usw.) tritt in der Störungsfunktion ein „Retar- 
dierungsfaktor“ auf, der nur für den Grenzfall langer Wellen (gegenüber den Atom- 
dimensionen) sich der Einheit nähert, für kurze Wellen jedoch mitgenommen werden 
muß. Bei Verwendung von Polarkoordinaten resultiert für die gestörte Eigenfunktion 
eine unendliche Reihe, in parabolischen Koordinaten aber bloß ein (unendliches) In- 
tegral. Wentzel konnte auf die letztere Weise die Retardierung für den Fall des 
Comptoneffektes am Grundzustand des H-Atoms und Verf. für den Photoeffekt in 
der K- und L-Schale streng mitnehmen. [In Polarkoordinaten wurde das letztere 
Problem von Sommerfeld und Schur in erster Näherung (Reihenentwicklung des 
Retardierungsfaktors) und von Sauter streng (Aufsummierung der unendlichen Reihe) 
durchgerechnet.] Verf. berechnet nun die retardierten Matrixelemente für den Comp- 
toneffekt an einem beliebigen Anfangszustand des H-Atoms (explizite: Richtungs- 
verteilung der Rückstoßelektronen aus der L-Schale; weicht wenig ab von Wentzels 
entsprechender Formel für die X-Schale) und für den Photoeffekt in einer beliebigen 
Schale gleichfalls in parabolischen Koordinaten. Die Rechnungen sind nichtrelati- 


vistisch. Guth (Wien). 
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Mizushima, San-ichiro: Streuung von Atomen. (Phys. Inst., Univ. Leipzig.) Physik. 
2.32, 798-803 (1931). 

Es wird die Streuung eines Atoms durch ein anderes quantenmechanisch behandelt, 
wobei die Wechselwirkung der Atome so schematisiert wird, daß die Atome durch 
harte Kugeln ersetzt werden. Es wird zunächst für den Fall, wo das eine Atom als 
ruhend betrachtet werden kann (große Masse), die Verschiebung des ersten Maximums 
in der Winkelverteilung der gestreuten Atome mit der Geschwindigkeit der einfallen- 
den Atome (bei festgehaltener Einfallsrichtung) untersucht, ferner werden die Fälle 
betrachtet, wo die einfallenden Atome Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung 
haben und wo die stoßenden Atome vergleichbare Massen besitzen. Waller (Upsala). 

Wessel, W.: Invariante Formulierung der Diraeschen Dispersionstheorie. II. (Labor. 
de Fis., Uniw., Coimbra.) Z. Physik 72, 68—85 (1931). 

Verf. schließt an eine frühere Arbeit [Z. Phys. 67, 54 (1931) dies. Zbl. 1,37] an, wo 
er eine andere Fassung der Theorie für die Wechselwirkung von Lichtquanten und 
Materie als diejenige von Heisenberg und Pauli entwickelt hat, um den bekannten 
Konvergenzschwierigkeiten der letztgenannten Theorie zu entgehen. Durch eine Ab- 
änderung des Wechselwirkungsgliedes schließt der Verf. auf eine Formulierung seiner 
Theorie, die den Forderungen relativistischer Invarianz und des Endlichbleibens ge- 
nügen soll. ‚Sollten sich anderweitige Widersprüche mit der Erfahrung herausstellen, 
so werden sich aus der Erfahrung vielleicht auch Hinweise für eine weitere Umgestaltung 
gewinnen lassen.‘ Walier (Upsala). 

Hellmann, H.: Nachtrag zu meiner Arbeit „Über die Kristallinterferenzen des Spin- 
elektrons“. Z. Physik 70, 695—698 (1931). 

In der im Titel erwähnten früheren Arbeit (Z. Physik 69, 495, dies Zbl. 2, 96) 
hatte der Verf. qualitative Differenzen zwischen den nach der Diracschen Theorie 
des Spinelektrons zu erwartenden Polarisationserscheinungen und Beobachtungen 
von Rupp (Z. Physik 61, 158, 1930) festgestellt. Da diese Differenzen nach späteren 
Mitteilungen von Rupp auf ein Versehen bei der Wiedergabe seiner Resultate zurück- 
zuführen sind, werden in der vorliegenden Note die Deutungsmöglichkeiten für Polari- 
sationserscheinungen bei streifender Inzidenz ausführlicher diskutiert. O. Halpern. 

Rostagni, A.: Schema di una possibile interpretazione delle oseillazioni elettroniche 
di Barkhausen e Kurz. Atti Accad. Sci. Torino, Cl. Sei. fis. ecc. 66, 123—130 (1931). 

Brandes, H., und M. Volmer: Zur Theorie des Kristallwachstums. Z. physik. 
Chem. A 155, 466—470 (1931). 

Die Berechnung der spezifischen freien Randenergie für Keime an den verschie- 
denen Stellen einer (100)-Ebene der Gitteroberfläche führt im Falle des Steinsalzes zu 
dem Ergebnis, daß die Kanten und besonders die Ecken der Würfeloberfläche beim 
Ansetzen neuer Keime bevorzugt sind. Dies Resultat stimmt mit dem der Kossel- 
schen Theorie überein, wurde dort aber aus entsprechenden Überlegungen für Einzel- 
ionen geschlossen. Heesch (Göttingen). 


Astronomie und Astrophysik. 


Stumpff, K.: Über eine kurze Methode der Bahnbestimmung aus drei oder mehr 
Beobachtungen. Astron. Nachr. 243, 317—336 (1931). 

Durch eine Kombination der Harzerschen (Astr. Nachr. 141, 177) und Wilkens- 
schen (Astr. Nachr. 210, 81, 127) Methoden gelangt Verf. zur Aufstellung eines Rechen- 
schemas, wodurch — wenigstens bei dem hier durchgeführten Rechenbeispiel — eine 
Zifferersparnis von etwa 40% im Vergleich mit der klassischen Gauss-Enckeschen 
Methode erreicht ist. Verf. ist sich darüber klar, daß genauere Durchprüfungen nötig 
sind, bevor man eine solche Zifferersparnis durch die Methode als erzielt ansehen 
kann. Burrau (Kopenhagen). 

Barbier, D.: Sur la röpartition des pöles des orbites des &toiles doubles. C. r. Acad. 
Sci. Paris 198, 839—841 (1931). 
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Jones, R. D. H.: Space distribution of the Boss stars. Monthly Not. Roy. Astron. 
Soc. 91, 990-1001 (1931). 
Der Verf. untersucht die Raumverteilung der Boss-Sterne unter Zugrundelegung 


des Dysonschen Dichtegesetzes | ar 
r) = — et" k r a 
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wobei A und kdie eigentlichen Konstanten der Dichtefunktion bedeuten; k ist eine Kon- 
stante, die von der Dispersion der pekuliaren Bewegung abhängig ist. Die Untersuchung 
wird mittels der vonW.M. Smart für den Fall der Zweistromhypothese abgeleiteten For- 
meln [Monthly Not. Roy. Astron. Soc. 88, 567 (1928)] durchgeführt. Drei Methoden kann 
man gebrauchen, um die theoretische und beobachtete Verteilung der Eigenbewegungen 
zu vergleichen. Entweder man untersucht a) die Verteilung der Größe nach in be- 
stimmten Positionswinkeln; oder b) die Stromkurven in einer bestimmten Himmels- 
gegend, zieht dabei aber nur solche Eigenbewegungen in Betracht, die einen gegebenen 
Wert überschreiten (,‚restringierte‘‘ Eigenbewegungen). Oder aber man diskutiert c) die 
Verteilung der Eigenbewegungen der Größe nach, ungeachtet des Positionswinkels. 
— Die Richtigkeit des Dichtegesetzes wird dann bestätigt, wenn es möglich ist, solche 
k Werte zu finden, die die theoretische Verteilung für den Fall ‚restringierter‘ sowie 
nicht ‚‚restringierter‘‘ Eigenbewegungen mit der beobachteten Verteilung in Einklang 
bringen. — Der Verf. benutzt nur die Methoden b) und c), da die Methode a) wegen 
unzureichenden Materials nicht benutzt werden konnte. Die Himmelssphäre wird in 
vier galaktische Zonen, die Zonen insgesamt in 17 Felder geteilt. Bei der Untersuchung 
der „restringierten‘‘ Eigenbewegungen wurde 0,04 pro Jahr als untere Grenze gesetzt. 
Der Verf. behandelt auch den Einfluß der Beobachtungsfehler auf die Funktion R(x), 
welche die Anzahl der Sterne, deren Eigenbewegungen den Wert u überschreiten, 
bezeichnet. Bedeutet S(u) die von den Beobachtungsfehlern befreite Funktion R(u), 
so läßt sich folgende Formel ableiten: 
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Ist u groß, so kann man die Glieder mit u und u? im Nenner vernachlässigen. Das 
Korrektionsglied hat dann die Form, als ob die Beobachtungsfehler in u nach dem 
Gaußschen Gesetz verteilt wären. Der Verf. ist der Meinung, daß die Ergebnisse der 
beiden Methoden (insbesondere der zweiten) dem Dysonschen Gesetze als Stütze dienen 
könnten. L. Hufnagel (Berlin). 

Pilowski, Karl: Ein weiterer Beitrag zur Erklärung der Bewegungsvorgänge im 
Sternsystem. (Astron. Recheninst., Berlin-Dahlem.) Z. Astrophys. 3, 279—290 (1931). 

Die in einer früheren Arbeit des Verf. (Z. Astrophysik 3, 53, dies. Zbl. 2, 238) 
verfolgte Idee einer allgemeinen säkularen Massenabnahme der Sterne (bzw. einer 
zum Newtonschen Gesetz hinzutretenden und von der Zeit abhängigen Abstoßungs- 
kraft) wird auf weiteres Material angewandt. Heckmann (Göttingen). 

Armellini, 6.: Nuova interpretazione eosmogonica dell’equipartizione dell’energia 
tra le stelle. Atti Accad. naz. Lincei, VI.s. 14, 65—68 (1931). 

Unter Annahme der Lockyerschen Hypothese der Sternbildung aus einem Meteo- 
ritenschwarme berechnet der Verf. die wahrscheinliche Geschwindigkeit eines Sternes, 
der durch Konzentration von vielen Meteoriten entstanden ist, und findet, daß seine 
kinetische Energie von der ursprünglichen Meteoritenanzahl unabhängig ist und nur 
an einige charakteristische Konstanten des Meteoritenschwarmes gebunden ist. Die 
wahrscheinliche kinetische Energie muß deshalb für alle Sterne den gleichen Wert 
besitzen. Man kann also die gleichmäßige Energieverteilung im Sternsystem in dieser 
Weise ohne Zuhilfenahme von großen Zeitabständen erklären, die in der Jeansschen 
Theorie, wo das Sternsystem mit einer großen Anzahl von Molekülen verglichen wird, 
eine bedeutende Rolle spielen, wenn man die Zusammenstöße der einzelnen Sterne 
(Moleküle) als Ursache der gleichmäßigen Energieverteilung ansieht. H. Slouka. 
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Gyllenberg, Walter: Reduetion formulae, for statistieal use, of the proper motions 
in the polar regions. Lund Observ. Circ. Nr 4, 68—72 (1931). 

Moreux, Th.: Comment s’est forme le syst&me solaire? II. Le probleme des satellites. 
Scientia (Milano) 50, 201—208 (1931). 

Fortsetzung des gleichbenannten Aufsatzes in Scientia (Milano) 50, 147 und ein 
Versuch, das Entstehen der Satelliten an Hand der Meteoritenhypothese zu erklären. 
(Vgl. dies. Zbl. 2, 312.) Hubert Slouka (Prag). 

Tolman, Richard €C.: On the problem of the entropy of the universe as a whole. 
(Norman Bridge Labor., California Inst. of Technol., Pasadena.) Physic. Rev., I. s. 
37, 1639—1660 (1931). 

Ziel: Anwendung der vom Verf. ausgebildeten relativistischen Thermodynamik 
auf die alte Frage der Entropie des Universums. 3 Teile: 1. Im wesentlichen historischer 
Überblick. 2. Relativistische Thermodynamik. Der wesentliche Unterschied zur 
klassischen Thermodynamik ist die Möglichkeit endlicher reversibler Zustandsände- 
rungen, d.h. endlicher Zustandsänderungen bei konstanter Entropie. 3. Anwendung 
auf eine mit schwarzer Strahlung angefüllte Welt mit dem Friedmann-Lemaitreschen 
Linienelement. Resultat: Bei der Ausdehnung der (stark vereinfachten) Welt bleibt die 
Entropie konstant. Heckmann (Göttingen). 

The evolution of the universe. Nature (Lond.) 1931, 699— 701. 

A critical introduction to the report of the British Association discussion (cf. the 
follow. ref.). W. H. Me Crea (Edinburgh). 

Jeans, James, G. Lemaitre, W. de Sitter, Arthur Eddington, Robert A. Millikan, 
E. A. Milne, J. C. Smuts, E. W. Barnes and Oliver Lodge: Contributions to a British 
Assoeiation diseussion on the evolution of the universe. Nature (Lond.) 1931, 701— 722. 

Sir J.H. Jeans points out that, since the second law of thermodynamics requires 
the universe to end in a state of maximum entropy, the problem of its evolution is to 
find out from the fundamental laws of physics how far the entropy can continue to 
increase. He regards the annihilation of matter with the production of radiation as 
one of the essential processes of evolution. One argument for its importance is that 
it would provide for stellar radiation for the long time-scale apparently demanded by 
other astronomical data. He and other contributors (Lemaitre, de Sitter, Ed- 
dington) discuss the reality of this time-scale. The expansion of the universe indicated 
by the recession of the spiral nebulae would require a shorter time-scale. The reality 
of this expansion, and its explanation by relativity theory, are further discussed by 
the Abbe Lemaitre, who suggests also the possibility that the whole mass of the uni- 
verse was originally concentrated in a single atom. Professor de Sitter emphasises 
the apparent independence of the processes of expansion and evolution of stellar systems, 
and the fact that the theory of the universe as a whole involves a large extrapolation 
from what is observed. Sir A. S. Eddington announces a new explanation of the 
„mass“ of an electron. He identifies the term me?/e? in the wave equation of an elec- 


tron with the quantity YN/R (N = total number of eleetrons in the universe; R= equi- 
librium radius of space). This allows an evaluation of the „‚cosmical constant“ of the 
relativity equations, and so a prediction from pure physics of the velocity of expansion 
of space. He obtains a value 528 km. per sec. per megaparsec, while the astronomical 
value is between 430 and 550. Professor Millikan summarises existing data about 
cosmic rays and discusses their significance in evolutionary theories. He considers that 
the rays are probably generated by atom-building in interstellar space, and not from 
the annihilation of matter. Professor Milne treats the problem of novae; since the 
passage of a star through the nova stage is an evolutionary event which can be actually 
observed, and one probably experienced by all stars. The pre-nova configuration is 
supposed to consist of a small degenerate core surrounded by a gaseous envelope. At a 
certain stage in the evolution there will be a rapid spread of degeneracy through the 
stellar material leading to a collapse of the gaseous envelope. The potential energy 
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thus liberated will cause a temporary increase in the total radiation, and the conse- 
quent radiation pressure may drive away the outer parts of the atmosphere. The star 
will then be left as a white dwarf; or, in the case of a rotating star, the tendency to 
collapse may lead to fission into a binary system. General Smuts and Sir O. Lodge 
urge the need for taking into account the emergence of life and mind in the evolutionary 
process. Smuts also points out the danger of taking as fundamental a relativistie treat- 
ment of the problem before it has been reconciled with the concepts of the quantum 
theory. Bishop Barnes indicates various uncertainties in the present state of the 
theory, in particular with reference to the origin of planetary systems. McecCrea. 

Anda, Carr V. van: The unsolved riddle of the solar system. Science (N. Y.) 
1931 II, 187 —19. 

Die kosmogonischen Arbeiten H. Jeffreys und J. Jeans werden einer eingehen- 
den Kritik unterzogen, die Theorien der Entstehung unseres Sonnensystems beider 
Forscher werden in verschiedenen Punkten als unhaltbar erklärt, und auch ihre mathe- 
matische Beweisführung wird angefochten. Die Chamberlin-Moultonsche Hypothese 
wird den Ansichten Jeans und Jeffreys gegenübergestellt und auf ihre Vorzüge 
hingewiesen. (Vgl. dies. Zbl. 2, 238 [Jeans].) Hubert Slouka (Prag). 

Bennewitz, K.} Über das Verhalten idealer Gase bei höchsten Temperaturen; ein 
Beitrag zum Problem: Materie und Strahlung. (Phys.-Chem. Abt., Chem. Inst., Unw. 
Jena.) Z. Physik 70, 429—443 (1931). 

The paper is an attempt to show that matter tends to behave like radiation 
when the temperature is sufficiently great. The author starts with a relativistic formula, 
due to Jüttner, for the energy per gramme molecule E of a monatomic gas. For 
low temperatures this gives E= Nm. +3NkT + ..-, where m, is the rest-mass 
of a particle, N is Loschmidt’s number, and the other symbols have their usual 
significance. For high temperatures E»,3NkT. This doubling of the coefficient 
of NkT can be interpreted as showing that the atoms tend to behave like photons 
when T is large. The relativistie energy-distribution function for a gas obeying the 
Einstein-Bose statistics is derived, and is shown, for large T, to approach that for 
a photon-gas, The relation of these ideas to the de Broglie-Schrödinger material 
waves is discussed. W.H. McCrea (Edinburgh). 

Donnan, F. 6.: Matter and radiation. Nature (Lond.) 1931 II, 290—292. 

Verf. behandelt auf Grund der Jeansschen Hypothese der Annihilation der Materie 
das reversible Gleichgewicht zwischen Strahlung und einem Protonen-Elektronen-Gas 
wie eine chemische Reaktion. Der Elementarprozeß der Vereinigung von Proton und 
Elektron liefert Photonen der Frequenz » = 2.2 x 10% cm! (9 x 10% Volt). Nach 
Abschätzung mit dem Wienschen Verschiebungsgesetz und der van ’t Hoffschen 
Gleichung erfordert die Einstellung des Gleichgewichts Temperaturen von der Größen- 
ordnung 1012°K. Bei 101% X ist die Hohlraumstrahlung nur so arm an Quanten der 
charakteristischen Frequenz, daß es praktisch nicht zur Bildung von Atomen aus 
Strahlung kommt, und falls diese Temperatur zur Aktivierung des umgekehrten Pro- 
zesse ausreicht, das P.-E.-Gas völlig zerstrahlen würde. R. Wildt (Göttingen). 

Biermann, L.: Untersuchungen über den inneren Aufbau der Sterne. II. Über die 
Mittelpunktstemperatur der Sterne der Hauptreihe. (Univ.-Sternw., Göttingen.) Z. Astro- 
phys. 3, 306—312 (1931). 

Fortsetzung der Untersuchungen des Verf. über den inneren Aufbau der Sterne. 
[Z. Astrophys. 3, 116—128 (1931), dies. Zbl. 2, 232.] Es werden die Z-Lösungen (Mo- 
delle ohne entarteten Kern) näher untersucht und die Abhängigkeit der Mittelpunkts- 
temperatur von der Verteilung der Energiequellen im Sterninnern und vom mittleren 
Molekulargewicht bestimmt. Es wird gezeigt, daß eine Verteilung der Energiequellen 
möglich ist, für die die Mittelpunktstemperatur 7, der Sterne der Hauptreihe unab- 
hängig von der Masse die gleiche ist. Bei stärkerer Konzentration der Energiequellen 
zur Mitte hin nimmt 7, längs der Hauptreihe mit abnehmender Masse zu, bei schwä- 
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cherer Konzentration dagegen ab. Eine einzige Energiequelle &(o 7) für die Sterne der 
€ 


Hauptreihe genügt nur in dem Falle, wo 2 am<ı: Die letzten Arbeiten Vogts, 


Russells, Unsölds und Atkinsons, die Beziehung zu der Energieerzeugung im 
Sterninneren haben, werden einer kritischen Besprechung unterzogen. Slouka. 


Rosseland, S.: On the stability of gaseous stars. Avh. norske Vidensk. akad., 
Mat.-naturviss. Kl. Nr 5, 1—50 (1931). 

The work provides a generalised theory of the oscillations of gaseous stars. First a state- 
ment is given of the tensor form of the equations of conservation of mass, energy, and mo- 
mentum, for a fluid moving under its own gravitation. These include the effects of radiation, 
internal energy generation, and viscosity. As a preliminary example illustrating some charac- 
teristic features of stellar pulsations, the kr developes a generalised theory of sound 
waves in a medium generating energy. The damping constant is evaluated, and shows that 
a sufficient rate of energy-generation will cause instability. It is shown that ordinary stand- 
ing waves cannot exist in general in a composite system, since there will be phase differences 
between the waves in different parts of the system. The main part of the paper is devoted 
to the radial oscillations of non-rotating gaseous stars. The general theory is applied to small 
displacements from the equilibrium state, and so leads to linear equations. The equation of 
adiabatice oscillations with neglect of radiation pressure is 

02& Ö Su 
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where E measures’the displacement at distance r from the centre; 9), 09; 9, are the gravita- 
tional acceleration, density, and pressure in the equilibrium state; y is the ratio of specific 
heats. When light pressure is allowed for the equation of motion is 
O2E NO () » 
la Dans+ man, ) 
where /} is a function of the energy density, ete., in the equilibrium state. In the standard 
model employed } = 1, and y —= constant. Equation (1) can be shown to have an elementary 
solution & proportional to r, when it reduces to 
& 
012 
The case y = 4 leads to Lane’s law. It is shown that (3) can be used to give the order of 
magnitude of the first proper vibrational frequency of any star. The more general treatment 


employs the general equation for the amplitude of a harmonic oscillation obtained by writing 
0/0? = — 0? in (l), viz., 


=-@r-yR.E. (3) 
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which is a self-adjoint homogeneous linear equation. Hence any solution can be expanded 
in a series of normalised orthogonal eigenfunctions. The author employs the method of per- 
turbations to examine the dependence of the oscillation frequency on small changes in the 
distribution of density and temperature. The same method is applied to the study of secular 
stability to find the influence of energy-generation and dissipation, first with neglect of ra- 
diation pressure and viscosity. In a solution corresponding to a time factor e' %° jt is shown 
that 0), will suffer a perturbation given by 
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where 0°, &, refer to a periodic normalised solution; e/, F/, are the perturbations in the rates 
of liberation and diffusion of energy; r, in the equilibrium radius of the star. The o,, provides 
a “coefficient of stability”. It is seen that the degree of stability is determined by an integral 
over the whole star, so that a stable star may be constructed of a composite system in which 
parts would by themselves be unstable. The theory is then further generalised to include the 
effects of radiation pressure and viscosity, and the corresponding coefficients of stability are 
given. In these cases the amplitude equation is not self-adjoint. The coefficients of stability 
are then considered in detail under certain simplifying assumptions. For example, the stan- 
dard model employed, with energy-generation proportional to the density, gives 
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where Z, is the average luminosity; M the total mass. This would mean that for stars like 
the sun, the amplitude of an oscillation would be doubled in a few million years, while for 
those of Cepheid type the interval would be some hundreds of times smaller. The effect of 
allowing for the conduction term is to indicate that stars of sufficiently large mass are un- 
stable. It is shown that the effect of viscosity is negligible. Although the atmosphere of the 
star will have a negligible effect on the internal pulsations, the latter will have an important 
effect on the pulsations of the atmosphere. In the atmospheric problem the former approx- 
imations do not remain valid, and a modified method of treatment is developed. There is 
in general a phase difference between the pulsations of the core and the atmosphere. The 
work yields a number of previously known results as special cases. W. H. McOrea. 

Russell, Henry Norris: Notes on the constitution of the stars. (Unww. Observ., 
Princeton.) Monthly Not. Roy. Astron. Soc. 91, 951—966 (1931). 

Die Arbeit gibt eine kritische Übersicht über die gegenwärtige Lage der Theorie 
des Sternaufbaus. Die wesentlichen Schwierigkeiten für den Fortschritt der Theorie 
liegen in der Unkenntnis des Vorgangs der Energieerzeugung und in der Unkenntnis 
der Häufigkeit des Vorkommens und der Verteilung der verschiedenen Elemente im 
Sterninneren. Es wird gewarnt vor dem Studium von Modellen, die zum Zweck mathe- 


matischer Vereinfachung weitgehend idealisiert sind und dabei wie das Modell = konst., 


&— konst. zu physikalisch unsinnigen Folgerungen führen können. Die Betrachtung 


homolog aufgebauter Gaskugeln zur Ableitung der Masse-Leuchtkraft-Beziehung, wie 


sie von Vogt vorgeschlagen wurde, hat gezeigt, daß die Form dieser Beziehung vom 


Modell fast unabhängig ist und daß im wesentlichen nur die Opazität und die Zu- 
standsgleichung in den äußeren Schichten von Einfluß sind. Die von Milne geäußerte 
Ansicht, daß in die M-L-Kurve eine „Discriminante‘ (' eingehe, deren Größe vom 
Verlauf der Dichtekurve im Sterninneren abhänge, wird widerlegt. Sind Energie- 


erzeugung, Opazität und Druck als Funktionen von Temperatur und Dichte fest-. 


gelegt, so ist bei gegebener Masse und chemischer Zusammensetzung der Aufbau und 
damit Leuchtkraft und effektive Temperatur eindeutig bestimmt. Die Tatsache, daß 
im Temperatur-Helligkeitsdiagramm die Sterne nicht wie in Massen-Helliskeits-Dia- 
gramm längs einer bestimmten Kurve liegen, deutet auf Unterschiede in der Zusammen- 
setzung hin. Die geringe Streuung im Massen-Helliskeits-Diagramm wird als Aus- 
wahleffekt erklärt, da die Temperaturen der bekannten Sterne innerhalb relativ ge- 
ringer Grenzen liegen. Siedentopf (Jena). 

Milne, E. A.: Über die Frage der Opazität der Sternmaterie. Z. Astrophys. 8, 253 
bis 260 (1931). 

The author shows that astronomical determinations of the internal opacity of 
stellar material have been illusory. The reason is that x(r), the opaeity at distance r 


from the centre, appears in the equations only in the product x (r) L(r), where Z(r) isthe 


energy generated inside radius r. Hence, provided the energy sources may be supposed 
sufficiently concentrated towards the centre, the value of x(r) for the central regions 
may be taken arbitrarily small, without altering the density distribution. In particular 


the central value of #(r) could be that predicted by pure physies. But until the distri- 


bution of energy sources is known this value cannot be derived from astronomical data, 
so that it is meaningless to assert a disagreement with the physical value. The case of 
atmospheric opacities is different. The astronomical determinations should be reliable, 
but the present physical theory is defective, since it does not apply to many-electron 
atoms. The author gives two illustrative examples. The first is a „standard model“ 
with an outer source-free zone and a suitably adjusted x(r). The second is one in 
which the mean opacity can be made arbitrarily small, while its surface value is kept 
fixed. W. H. McCrea (Edinburgh). 

La Rosa, M.: Neuer Beweis für die Abhängigkeit der Liehtgeschwindigkeit von der 
Bewegung der Liehtquelle. Ballistische Erklärung des Gesetzes von Miß Leavitt. Astron. 
Nachr. 242, 369—378 (1931). 

Beinahe eine Übersetzung einer schon auf italienisch erschienenen Arbeit des 


Verf. (vgl. dies. Zbl. 2, 240). W. H. McCrea (Edinbureh). 


nn 


